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阿达玛 (万
以d a ma

d r)不等式的证明及几何意义

张 锦 川

(泉州教育学院 )

摘 要 本 文 阐述阿达玛 (H ad
a ma rd) 不 等式 的 几种证 法

,

并指 出此 不等 式在

E uc l汀空间中的几何 意义
.

关键词 行列式不 等式 (半 )正定矩阵 G ar m 行列式 向量正交

引言与引理
1 8 9 3 年

,

阿达玛 (J
.

H a d a m a
dr )给出一个著名的行列式不等式 l[j

,

即

定理 1 设 A 二 (匆 )恻
”

为一
n
阶实矩阵

,

那么

}d
e ,川 镇 n (艺

a o Z
)合 ( 1 )

矛二 1 夕= 1

并且等式成立之充要条件为 A 的 n 个非零行向量两两正交
,

或者包含零行
.

H a d a m a
dr 不等式在线性代数中的重要地位及意义是人所共知的

,

就国内而言
,

人们长期

使用的
、

权威的高等代数 (线性代数 )教材
、

教参对此都有涉及 (如〔2〕— [ 8」)
,

而且是不可或

缺的内容
.

而它从不同侧面的推广与改进工作
,

近二十年来
,

仍在不断地进行图一 〔̀ 5〕
.

因此
,

本

文综合一些资料及 自己的浅识
,

给出了此不等式 (包括利用分析
、

拓扑性质 ) 的多种不同证法
,

并且指出该不等式在 E uc ldi 空间中有着明确的几何意义
。

关于它的推广及证明
,

将另文阐述
.

以 俨
x ”

( R
m “ ”

)表示复 ( 实 ) m x n 矩阵之集合
,

d et A 表正方阵 A 的行列式
,

几表
n
阶单位

阵
,

A
“

表 A 的伴随阵
,

A 了
表矩阵 A 的转置

,

A H 表 A 的共扼转置
,

等等
.

A 为正定阵与 H e

mr eit

正定阵分别指实阵与复阵情形
.

引理 1 设 B 是一
n 阶正定阵

,

则二次型

f B

f
一

`X , 一 “ “ `

{
x 二

,

X T = ( x l ,
x Z ,

…
,
x

。

) ( 2 )

是负定的
.

证 1 将 (2 )中的行列式依次按最后一行与最后一列展开
,

得

B 。为

(f x) 一 艺艺Btj 二 xj

犷, l 少二 l

B 的代数余子式
.

由 B 的正定性知 B
’

是正定的

证 2 对 (2 )作替换 X ~ B y
,

得

- 一 X T B
价

X
,

,

故引理成立
,



{ B

{ B B Y} }
了 (X , 一 ` “ `

{
X

· o

J
一 ` “ `

…
X ·

艺
x汉

一 (一 d et B )X
T Y ~ (一 d et B )尹 B Y

.

故 由 B 的正定性知引理成立
·

证 3 由 Sc h u二

公式 6l[ 」得

{ B X ) _

f ( X ) = d e t }
_ _

_ }一 d e tB (一 x
`

B 一 ` x )
.

L大
`

0 }

又由 B 正定知 B 一 `
正定

,

故引理得证
.

引理 2

是一对角阵
.

证 1 当

设 B = ( b。 )
” x ,

是一 n 阶正定阵
,

则 de t B成 n
b、

,

并且等式成立的充要条件为 B

n 一 1 时
,

引理成立
.

假定对 n 一 1 阶正定阵引理已证
,

则对于 n
阶正定阵

,

记 B ~
月 一 1

B
二一 l

夕了

l

召 }
。 一 , _ _

_ ,

_
、 _

_
,

_
,

_ _
_ , _

}
,

贝U方
, 一 ,

是
n 一 1 附止足阵

,

且 田 引理 1 得
b

, ,

}

{B
, 一 1 0

d e t召 = d e t }

月
T b ,

+ d et
B

二一 z

严

月}
}簇 b

二 ,

d e t方
, 一 1

0 )

且等式成立的充要条件为 口一 。
.

从而 由归纳假定知此时引理成立
.

证 2 由块初等变换及 B 的正定性得

B

万
`
夕

{

b _

耸
、

{
,

其中 * 一 。 -

ù0
I

B
.

一

d e t B = d e t

B
, 一 ,

月 ) }B
, 一 1

_ _
}一 de tl

_ _

召
`

b二 j { 月
` b二 一

0

严 B
。

= d e t B
, 一 1

( b
二 :

一夕
T B 户

l

月)簇b朋d e t B
, 一 1 ,

且等式成立的充要条件为 夕一 O
,

从而由归纳法易见本引理成立
.

注 1 利用极限 可证 得 de Bt 镇凡 de tBn
一 1

.

事实上
,

设 C -

B
, 一 l

严
d e t B

d et 方
, 一 1 ’ 为任意正实数

,

则 de Ct 一 de Bt + 几de t氏
一 ,
一叼 et 民

一 ,

> O
,

所以 C 是正定的
,

从而 凡十

d e t B

d e t召
。 一 l

> o
,

即 d e t B < b二d e t B
: 一 、

+
。 d e t B

二 一 、 ,

令
。
~ 0

,

则得 d e t B镇 b
。 ,

d e t B
二 一 ,

,

利用 B 胡 et 一Ca
u (

一

h y 公式可得

引理 3 设 M 任 Cmx
” ,

则 M M H 是一个 H e

o elt 半正定阵
,

特别地
,

若 M 是行满秩的
,

则

M M H 是 H e

mr 众。 正定的
.

引理 4 设 M 为一 n 阶 H
e

mr 介。 正定阵
,

N 为一 n 阶 H e

mr it 。 半正定阵
,

则 de (t M 十N ) )

de
t M

,

并且
,

等式成立之充要条件为 N 一 0
.

证 先考虑 M 一 I
,

的情形
.

若 N 一 。
,

则 de t ( I
二

十N )二 de tl
。

~ 1
.

若 N 笋 。
,

设 ar kn N 一
: ,

由

[ 5〕知 N 的所有主子式全非负
,

且至少有一
r 阶主子式大于 。

.

又由 [ 4〕
,

行列式 de t ( I
,

+ N )等

于 I
,

的所有可能的子式△与 N 中相当于△位置的子式的代数余子式△
’

乘积之和
,

注意到 nI

的主子式全为 1
,

且其它子式全为 。
,

而 N 的 i 阶主子式的代数余子式就是它的余子式
.

因此
,

de t (I
二

+ N )等于 de tl
,

与 N 的所有主子式之和
,

故 de t ( I
”

+ N ) > 1
.

因此
,

当 M ~ I
,

时引理成

立
.



一般地
,

可设 M 二尸尸H
,

p 是一
n
阶非奇异阵

,

于是注意到 尸一 `
N ( p

一 `
) H 是 H e

mr it 。 半正

定的
,

可有

d e t (M + N ) = d e t ( P ( I
,

+ P 一 `
N (P 一 `

) H P H )

= d e t (P P H ) d e t ( I
。

+ P 一 ’
N ( P

一 `
) H ) ) d e tM

,

并且等式成立的充要条件是 尸一 `
N (p

一 `
)H 二 0

,

即 N = 0
.

{M L l
“

引理 5 设 m 十 n 阶分块矩阵 K 一 }
_ _ ,

} 是 H e

, z’et 正定的
,

则
t L 八 ;

。

( )I 在 K 中 M 的 Sc h “ : 补 sl[ 〕K /M = N 一 L M
一 ` L H

是 H~ eit 正定的
;

N
,

且等式成立的充要条件为 L 一 0
.

,

所以 ( I )真
,

且
M几00

K /M

一 1

护
沪

l
.

es
.

、、 ,.胜......̀..月

de几MM
尹

叽
、

( l ) d e tK簇de

证 因有 K -

、 ,
少、刀QJA

几
Z、

rr、

de tK 一 d e tM d e tK /M
.

由引理 3易见 L M
一 ` L H 是 H ~

众。
半正定的

,

因而 由 ( I )及引理 4 得

d e tN = d e t ( K /M + L M
一 `五月 ) ) d e tK /M

且等式成立的充要条件是 L M
一 ’ L H 一 。

,

而 L = O
,

故由 ( 3 )
、

(4 ) 知 ( l )真
.

泛 . 一应

fN
,

N了)
左

引理 5’ 设 M 一 I
、 , ` 、

丁 I 是一 n 阶正定阵
,

则 de tM 钱 de tN
,
+ de tN

Z ,

且等式成立的
t刀

s
八

:
)

, 一左

充 要条件是 N
3
二 .0

证 1 此显然为引理 5 之推论
.

证 2 可利用 La g
~ ge 一尸ue mb P ua

u 定理证之
·

)I 若实对称阵 M 二 (m
*,
)
二 、 ”

的顺序主子式 de tM
*

k( = 1
,

2
,

一
, n 一 1) 全不为 o

,

则二次型

f ( x ) 一 x T材 x 一 艺艺 m o x ` x , 一 艺 ( d e , M
;

/ d e oM
* 一 1

) , 呈

此处 d et M
。
一 1

,

且 关 ~

中 ĉj 是 m 。的有理函数
.

x `
+ 艺 、 x , ,

` 一 1
,

2
,

…
, n

.

这称作变量 x , ,

…
,
x

,

的 J ac bo i 变换
,

其

其次
,

当 M 是正定阵时
,

利用上面的 了比`砧 i变换于广义积义

J
,

一

{T
_

{二
_ …

犷一
产Mx dxl

`二 ”
’

` X 一

由重积分变量替换的 J ac ba i 公式 v[l 〕得

…

厂
一 ` 一

艺 d(al 性 /̀ 叽
_ 1

时d yl d y Z… d y
,

- 套岩黔
丁)

一

`
·

(

广一
扩“ · ’

”

最 。
,

; 寸积分 J
,

作变量替换

{
为 ~ 一 y

, ,

i一 1
,

2
,

…
,

松

且令 Y
卜 ( y

: ,

…
,

y
`
)

,

叮 = (为十 , ,

…

二 y 、 ,

i = k + 1
,

一
, n

,

% )
,

b一 。 2

烈
,

只
1爪尹丙

,

则得

L,
,

一

{
…

{
一

丫 1” N l丫】一 ` 2丁” 2丫 2“ d y l二
’

` y
·



于是
,

注意到积分与变量的的选取无关 以及 b + b 一 `
) 2

,

其中取等号的充要条件是 m 。
一 0, 1-

1
,

…
,

k
,

j 一 k + 1
,

…
, n ,

那么
,

由 I )有

Z J
,

一

犷
_ …

{
一 _一

丫 1 ’

瓦
` 1一 `

加燕 ( , 十 , 一 )勿
,

…电
) 2

丁了
_ …

丁二
_一 ` 】” N l` l d y l … d y *

丁丁
_ …
丁丁

_

一
” N Z y Z

d y
盛+ , … d y

,

二号
二

宁
(J e , N

l
)告 (己e tN

Z
)告 (己e tN ,己e tN

Z
)省

故引理 5`

得证
.

「M
、

}

引理 6 设 M 一 1
. , `

}e r
x ”

为一行满秩矩阵
,

其中 阿
,
一 (m

l l ,

…
,

m
l ”

)
,

则
}
、

似引
d e tM M

T 镇 d e tM
,

M rd
e tM

Z

M
Z T ( 5 )

并且等式成立之充要条件为 M
l

与 M
:

的各行正交
.

证 先考虑 k一 n
的情形

.

由行列式的依行展开定理
,

c ua hc y 一 P yl’
x K

Bo Kn n 不等式及行列

式的 B 动 et 一Ca
“ hc y 公式可得

d e , M M
T 一 ( d e,

M )
’
一 (艺 m

l`

M
l,

)
2

镇 艺 m {
,

艺M f
、
一 d e ,

M
I

M了
’

d e`M
Z

M置
’ ,

f ~ 1 1= 1

且等式成立之充要条件为 (m
l , ,

…
,

m
l 二

) = (t M
1 , ,

…

月 丹

M
l ,

,
,
才。 R

·

从而菩
m

l `
m

,
一 ,

暮
M

l、
一 O

,

,

一 2
,

…
, n

.

此时引理得证
,

当 k < n 时
,

记以齐次线性方程组

fM 、
k , X n

矩阵
,

且 M N
`
一 0 ’

,

令 p 一
}、 {

M X 一 0 的一个基础解系为行向量 的矩阵为 N (为 n( 一

,

则 d et 尸尸 T 一 d et M M
T d et N N T ,

且

、 “

形 、 、 et 、
1

、
1· J 。 ,

}从 1
(、

, · ,

二 ) 一 、 。 , 、
、

、
1·己。 , 、

2

、
Z T J ` , 、 、 T

( N j

从而 d e tM M T d e tN N
T

簇 d e tM
I

M Td e tM
Z

M
ZT d e tN N T ,

并且等式成立的充要条件是材
1

与 M
:

的

各行正交
.

又因 N 是行满秩的
,

有 n( 一 k) 阶非奇异阵 Q 使得 N 一 Q (I
, 一。 ,

。 )
,

所以 N N
T 一QQ

7
, .

而 N N
T

正定
.

故由上面不等式即可推得 ( 5)
.

引理 7 设 a
是 m 维 Eu cl di 空间 V 的任 一向量

,

W 一 L ( a l ,

…
, a *

)是 V 的一个 k 维子空

间
,

记
a 一仰 + 彻

,

其 中 a 二 任W
,

彻土W
,

那么向量长 !勺 }叫做
a 到 W 的距离

,

它满足
:

}彻 }
2
-

G (a
1 ,

… 气
,

a) /G ( a , ,

…
,

气 )
,

这里 G印
, ,

…
,

风 )表示向量 夕
1 ,

…
,

风 的 G ar m 行列式
.

证 设 a 二 一 艺
x ,

,

其中 x
,

任 .R 由
a 、 土 a `

得
·

( a l , a l
) x

,
+ … + (气

, a l
) x *

= (
a , a ,

)

( a ; ,

气 ) x l
+ … + (气

, a ;
) x *

= ( a ,

气 )

因 a , ,

…
, a *

是 W 的一个基而 G (a
1 ,

…
,

气 )共O
,

故 由 C ar m er 法则得

alal
`r、
ù
了、

a w 一 苏
一上一女

、 et

。 、 a l , ”
“ ,

吸少仁片

, a l
) … ( a , a x

)
,

二 (气
, a l

)

: }
a 、 ,

,

气 ) … (
a ,

气 ) … (气
,

气 )

于是

}助 }
’ 一 (勺

, a 二 ) ~ (断
, a )



、 .产、了
」

a l气气气
/.、了气

= (。 , 口 ) 一艺 J e :

(
a ; , a l ) … ( a , a l

)

(久
, a ) G ( a l ,

…
,

气
,

a)

G ( a : ,

…
,

气 ) G ( a , ,

…
,

气 )

( al
,

气 ) ”
·

( a ,

气 )

2 H a

da m a
dr 不等式的几种证法

注意到 H a d a m a
dr 不等式的正确性

,

我们只需证明

定理 1 `

设 A 一 (内 )
, 、 ,

为一 n
阶实非奇异阵

,

则

( J e ,八 )
,

( n (艺
a
乙)

f~ l j~ 1

而且等式成立之充要条件为 A 的
n
个行向量两两正交

.

下面是这个这个定理的几种证法
.

证法 1 基于引理 1 的证 1
、

引理 2 的证 1
,

并注意到

二己亡伪月
了
立知定理 1`

成立
.

( 6 )

A AT 是正定的
,

由引理 2 及 d( et A )
’

证法 2 据引理 1 的证 2
、

引理 2

de At A T立得定理 l’
.

证法 3 据引理 1 的证 3
、

引理 2

d et A A T
可推得定理 1`

.

证法 4 据引理 2 的证 2
,

注意到

成立
.

的证 1
,

注意到 A矛 是正定的
,

由引理 2 及 ( de At ) ’ =

的证 1
,

注意到 A矛 是正定的
,

由引理 2 及 d( et A )
2
-

A了 是正定的
,

由引理 2 及 ( d et A )
2
一 de t A A T 知定理

证法 5

理 1`
.

证法 6

纳法知定理

证法 7

证法 8

注意到 A A T 的正定性与 ( de At )
2
一 de t A A T ,

由引理 5及第二数学归纳法可推得定

据引理 5
`
的证 2

,

注意到 A A 了 的正定性与 ( de tA )
’
一 de tA A 了 ,

由引理 5’ 及第二归

1’ 成立
.

注意到 ( J 以乃 )
2
一 以̀ 乃月 T ,

由引理 6及第一归纳法知定理 1`成立
.

由引理 ; 知毕牛事翔势李一
。 、
一

2

簇 (口
, 。 )

,

即
、 J 、 “ 1 5 .

” 一 “ 毛产

G ( al
,

…
,

气
,

a) ( (a
,

a) G (a
1 ,

…
,

气 )
.

(7 )

且等式成立的充要条件为
a
与

a , ,

…
,

兔 皆正交
.

设非奇异阵 A 的
n
个行向量为

a , ,

…
,

气
,

则

d( et A ) 2 ~ de t A A T 一 G (a
1 ,

…
,

气 ) (8 )

将 ( ” 式应用于 ( 8) 式
,

由第一归纳法即推得定理 1 ’
.

证法 9 直接考虑 ( 8) 式的 G
~ 行列式 G ( a , ,

…
,

气 )
,

因 a l ,

…
, Q 。

是线性无关 的
,

而可将

它们正交化
,

令

月、 ~ 。 、 ,

风 一 、 一 艺
(气

,

疾)
。 .

7 万- 万戈 P ` ,z 一 乙 , 二
’ , 刀

k P ` ,
P i声

( 9 )

则有

G(
。 , ,

…
,

叼 一 d et (。
` ,

马 ) )熟
二



行 了,zl
一 (

a Z , a l )

节宁万云士云下 J e t

列 T
: 2

1, 涪二分资二 }
L 气P l, P l j )

(月
, ,

刀
1
)

0

(夕
、 , a 3

)

(夕
, ,

气 )

(月
: ,

月
2
)

(夕
: ,

夕
3
)

( a 3 ,

月
1
)

( a 3 ,

月
2
)

( a : , a 3
)

(气
,

口
1
)

(气
,

月
2
)

(气
, a 3

)

(几
,

气 ) ( a 3

f (月
1 ,

月
1
)

。
r ,

f 一 ( a , ,

尹1 ) 1
, ,

{ 一 ( a 3 ,

夕2 ) )
, , , , ,

t
一

硕石瓦了 ) ”
3 ,

〔飞甄不歹 J

一
= = 于一节= = 芍寻井= = 二= 于 己 t

。
. , ,

【一 ( a : .

卢, ) 1
, , ,

{ ( 一 ( a3
,

育z ) l
少 U , 1 3 二一下万一一万犷二一 l , , 2 3 l es 万, 石 es es 下

目

代尸 es l
飞 气P l , P l 少 ) 仁 气P Z , P Z 夕 )

(月
1 ,

气 )

,

气 )

0

(月
: ,

夕
2
)

0

(尹
: ,

气 )

( a , ,

气 )

0

O

(召
: ,

夕
3
)

(夕
3 ,

气 )

(气
,

口
1
)

,’’ (a
二 ,

召
2
)

( a , ,

口
3
)

(气
, a ,

)

-
· ·

一 d et ( d故 g ( (夕
l ,

月
1
)

,

…

又由 (9 )式易见

,

(风
,

风 )) ) 一 n }川
,

( 10 )

{召
`

} ( }
a `

}
,

i = 1
,

…
, n ,

( 1 1 )

且等式成立之充要条件为 久土价 (i 护 j
,

1簇 i
,

j毛 n)
.

故由 ( 9 )
,

( 1 0 )
,

( 1 1 )知定理 1`成立
·

证法 1 0 由 Sc hm l’d t 正交化 ( 9 )
,

可知

设 A 一 (内 )
。 、 ,

是一
n
阶非奇异实阵

,

则存在一正交阵 Q 与一上三角实阵 R 一 ( r, j )
, 、 二

使得

A 一 Q R
,

其中

两两正交
.

n

。满足 O< ri, 习买
a

。,告
,

`一 `
,

一
且等式成立的充要条件是 , 的 · 个行向量

从而 (d et A )
2
一 ( d e tQ

月 口 仲

` d e
Rt ,

2
一

县
碌簇
县

(

菩
a。,

,

定理 “ 得证
·

证法 11 记
c ,

- 专
,

、= 1
,

2
,

…
, 。 ,

令

( b,j )
, 、 。

` R
· x ·

i艺 b愁一
c矛

,

` ~ 1
,

2
,

…
, n ,

把 U 作为 矛 维度量空间 尸
x ’

上的点集
,

U 是列紧的
,

且关于 矛 个变量 气的函数 ( d et B )
’
在 U

上连续
,

因此 由〔1 8〕知 ( de Bt )
2

在 U 上达到最大值
.

设 M ~ (m,i )
。 x ,

〔 U 满足

( d et M )
2

镇 ( d e t B )
2 ,

V B 〔 U
.

记 代 为 M 的第 i 行
,

双~ (M
`, ,

…
,

M 沪
,

则

( d e , M )
’
一 (艺 m o

M
。 ) ’ ( I, I

’

l众 I
’

且等式成立之充要条件为

久 一 入尺
,

入 〔 R
.

( 12 )

今可断言
,

由于 M 的选择
,
ai 与 月

`

必满足 ( 1 2)
,

若不然
,

则 ( de tM )
’
< !引

’
}夕

,

!
2

.

此时用 入尹
`

代

替 M 的第 i 行
,

其中 凡-

矛盾
.

C `

}众 }
’ 则所得的矩阵 M

;
任U

,

且有 ( de tM
I
)
’
一 }久 ,

2 1八 1
2

.

与 M 的选取



因 M满足 ( 2 1 )
,

而当 i尹 j 时有

(久
,

aj ) ~

即 M 的
n
个行向量两两正交

.

又此时

艺mil m , 一 入艺 .mj M
。

~ 。

( d e , M )
’
一 d e, MM

T 一 d e ` (d `a g ( ( a , , a l
)

,

…
,

(、
,

na ) ) ) ~ n
c子

故定理 1`得证
.

3 H a

da m a
dr 不等式的几何意义

在 牙 中
,

若
a l , a : , a :

线性无关
,

则 G ar m 行列式 G (a
l , a Z

)就是以
a l , a :

为邻边的平行四边

形面积的平方一般地
,

可定义
: n
维 E uc dli 空间中的 m 个线性无关 的向量

a l ,

…
,

% 的 G ar m

行列式 G (a
1 ,

…
,

气 )
,

是为以
Q l ,

…
,

气 为棱向量的 m 维超平行体的体积的平方 (引理 7 说明了

定义的合理性 )
.

如此
,

H “ d a m a
dr 不等式有着明确的几何意义

E uc l心 空间中的 m 维超平行体的体积不大于它的棱向量长的乘积
,

并且等于其棱 向量长

乘积的充要条件为这些棱 向量两两正交
,

即它是 m 维超长方体
.
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