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摘要

通常我们都认为具体的级数是比较容易分析的，而抽象级数则比较难

把握思路。抽象级数题目的种类太多，为了熟练解题通常都需要记忆很多

形式，而且这些形式通常都很单一，缺乏可拓展性。而运用“欧拉数学”，

可以为我们解决数项级数题提供一个独特的、实用性广的思路。

所谓欧拉数学，是指大胆地进行不严谨的假设、替换、类比等，从而

得到结论。 [1]这是数学家欧拉在研究数学问题时的一个典型作风。这里得

到的结论可能是一般分析方法难以得到的，当然也有可能得到错误的结论。

但是欧拉数学的思路是相当符合直觉的，它可以为我们的解题提供丰富的

灵感，而且在很多时候，我们可以得到正确的结论，并且它的不严谨推导

过程是容易严格化的。本文简单介绍一下欧拉数学在数项级数中的妙用。
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1 准备知识

数学分析一般处理的是连续的对象，而数列则是离散的对象，两者之

间有不同的研究方法，但是有不少性质是类似的、甚至是一一对应的。欧

拉数学体现为不严谨的假设、替换、类比等，在数项级数中，大概有下列

的一些替换：

1 𝑛 → 𝑥，另外相邻项可以视为同一项，如𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1都可以视为𝑎(𝑥)；

2 求和→积分：即
∑︀

→
∫︀
。这个替换源于积分判别法，即一个正项级数的

收敛跟其对应函数的无穷积分收敛是等价的；

3 差分→求导：由于𝑓 ′(𝑛) = lim
𝜀→0

𝑓(𝑛+𝜀)−𝑓(𝑛)
𝜀

≈ 𝑓(𝑛+𝜀)−𝑓(𝑛)
𝜀

，取𝜀 = 1的近

似即得𝑓 ′(𝑛) ≈ 𝑓(𝑛+ 1)− 𝑓(𝑛)；

4 Abel变换→分部积分法：仔细观察Abel变换[2]

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 = 𝑎𝑛𝐵𝑛 −
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘)𝐵𝑘 (1)

其中
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑘 = 𝐵𝑛，如果作上面两步的替换，那么我们就得到∫︁
𝑎(𝑥)𝐵′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎(𝑛)𝐵(𝑛)−

∫︁
𝑎′(𝑥)𝐵(𝑥)𝑑𝑥

这就是数学分析中的分部积分法！也就是说Abel变换对应于分部积分法。

说明：我们并不需要去深究这些替换的合理性，因为它们本身就是不

严格的，它们的作用是给我们带来解决问题的思路――直觉性的、轻松的

思路。

2 典型例子

事实上，就简单地根据上面的四个替换，就可以为解决大多数数项级

数问题提供思路，并为严格化的解决提供基础。下面就平时的考试及《数

学分析学习辅导I》中的题目进行举例说明。



2 典型例子 3

2.1 例1

设{𝑎𝑛}为单调递增的正数列。那么{𝑎𝑛}收敛的充要条件是
∞∑︀

𝑛=1

(︁
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︁
收敛。 [3]

分析：这是典型的抽象级数题目，咋看之下很难把握思路，即难以确

定是要用定义法、还是放缩法、还是其它方法。但是欧拉数学很快捷地给

了我们一个思路。用积分来替换求和，求导替换差分，得到

∞∑︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂
≈

∫︁ ∞

1

𝑎′(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑥 = ln 𝑎(𝑥)|∞1 ∼ ln 𝑎(∞) (2)

可以发现，在替换的过程中，甚至我们符号的使用都是不严谨的。但

是这不重要，因为我们不会在正式答卷上写上这样的式子，这只是我们的

分析过程。得出(2)并没有给我们解决问题，但我们可以有助于我们理解题

目，即
∞∑︀

𝑛=1

(︁
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︁
收敛“约等于”ln 𝑎(+∞)存在。这是题目要证的。但

这不是重点，重点是欧拉数学给我们带来了
𝑁∑︀

𝑛=1

(︁
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︁
≈ ln 𝑎𝑁！这是

个重要的关系。根据ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥，有

ln
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

= ln

[︂
1−

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂]︂
≤ −

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂
(3)

即

ln 𝑎𝑛+1 − ln 𝑎𝑛 ≥ 1− 𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

(4)

这是解决问题的关键之一，因为这样子就有

𝑁∑︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂
≤

𝑁∑︁
𝑛=1

(ln 𝑎𝑛+1 − ln 𝑎𝑛)

= ln 𝑎𝑁+1 − ln 𝑎1

(5)

至此，必要性证毕。即{𝑎𝑛}收敛，则意味着
𝑁∑︀

𝑛=1

(︁
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︁
单调递增有上界，

所以
𝑁∑︀

𝑛=1

(︁
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︁
收敛。

考虑到充分性是必要性的反面，必要性的关键是不等式ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥，

那么如果能够找到类似的，反号的不等式，那么充分性就可以证明了，稍

微将右端缩小一下，我们考虑ln(1 + 𝑥) ≥ 2𝑥，当然，它并非恒成立，但是
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在[−1, 0] 内却能恒成立。1显然−1 ≤ −
(︁
1− 𝑎(𝑛)

𝑎(𝑛+1)

)︁
≤ 0 恒成立！于是我们

还有
1

2
(ln 𝑎𝑛+1 − ln 𝑎𝑛) ≤ 1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

(6)

这给出下界
𝑁∑︁

𝑛=1

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂
≥

𝑁∑︁
𝑛=1

1

2
(ln 𝑎𝑛+1 − ln 𝑎𝑛)

=
1

2
(ln 𝑎𝑁+1 − ln 𝑎1)

(7)

这等价于充分性。

解答：

因为在[−1, 0]中恒有

2𝑥 ≤ ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥

所以

−2

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂
≤ ln

𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

= ln

[︂
1−

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂]︂
≤ −

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂
整理得

1

2
(ln 𝑎𝑛+1 − ln 𝑎𝑛) ≤ 1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

≤ ln 𝑎𝑛+1 − ln 𝑎𝑛

两边累加得

1

2
(ln 𝑎𝑁+1 − ln 𝑎1) ≤

𝑁∑︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︂
≤ ln 𝑎𝑁+1 − ln 𝑎1

如果{𝑎𝑛}收敛，则由右边的不等号得
𝑁∑︀

𝑛=1

(︁
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︁
单调递增有上界，

所以
∞∑︀

𝑛=1

(︁
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︁
收敛。必要性得证；

如果
∞∑︀

𝑛=1

(︁
1− 𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

)︁
收敛，则由左边的不等号得{𝑎𝑛}有单调递增有上

界，所以{𝑎𝑛}收敛。充分性得证。
总结：本题我采用了较长篇幅来讲解思路。欧拉数学的作用体现在哪

里呢？答案是它给出了ln 𝑎𝑛！这是决定性的思路。有了这个思路，不等式

就随之而来了，整个过程还是可以写得很简洁的。这样的思考过程开始可

能感觉比较困难，但是稍加训练，就能够信手拈来了。
1不要被乘以2迷惑，因为我们考虑的是[-1,0]的区间，因此右端乘以2后当然是变小了。
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2.2 例2

设级数{𝑛𝑎𝑛}收敛，且级数
∞∑︀

𝑛=1

𝑛(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛)收敛，试证明
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛收敛。

[4]

分析：按照“求差即求导、求和即求积”的思路，{𝑛𝑎𝑛}收敛意味
着 lim

𝑥→+∞
𝑥𝑎(𝑥)存在，且级数

∞∑︀
𝑛=1

𝑛(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛)收敛相当于
∫︀ +∞
1

𝑥𝑎′(𝑥)𝑑𝑥存在，

要证明
∫︀∞
1

𝑎(𝑥)𝑑𝑥存在。而易得∫︁ +∞

1

𝑎(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑎(𝑥)|+∞
1 −

∫︁ ∞

1

𝑥𝑎′(𝑥)𝑑𝑥

因为 lim
𝑥→+∞

𝑥𝑎(𝑥)和
∫︀ +∞
1

𝑥𝑎′(𝑥)𝑑𝑥都存在，所以
∫︀ +∞
1

𝑎(𝑥)𝑑𝑥收敛。至此，我

们完成了核心部分的论证，剩下就是把证明写出来。显然，关键的上式是

“分部积分法”，这对应于数列的Abel 变换。

解答：由Abel变换

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 = 𝑎𝑛𝐵𝑛 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1)𝐵𝑘

不妨设𝑏𝑘 ≡ 1，则

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 = 𝑎𝑛𝑛+

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1)𝑘

考虑𝑛 → ∞的极限，右端两个极限都存在，显然左端收敛。

2.3 例3

设𝑎1 = 1, 𝑎2 = 2, 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2，证明级数
∞∑︀

𝑛=1

1
𝑎𝑛
收敛。 [5]

分析：由我们列出的替换，可以考虑有𝑎𝑛−2 ≈ 𝑎𝑛−1，即先考虑近

似𝑎𝑛 = 2𝑎𝑛−1，即𝑎𝑛 = 2𝑛，显然
∞∑︀

𝑛=1

1
2𝑛
收敛。2

这给我们的信息是“等比级数”，我们可以考虑用等比级数来放缩。考

虑

𝑎𝑛 > 𝑝𝑛

那么希望

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 > 𝑝𝑛−1 + 𝑝𝑛−2 > 𝑝𝑛

2如果你愿意，你也可以使用近似𝑎𝑛 = 2𝑎𝑛−2，它同样会把我们引向等比级数。也就是说，欧拉数学

由于它的不严谨，所以相当灵活，为我们提供了大量思考的空间。
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即𝑝+ 1 > 𝑝2，简单估算可取𝑝 = 3
2
。

解答：先证

𝑎𝑛 >

(︂
3

2

)︂𝑛

用数学归纳法，易知对于𝑛 = 1, 2成立。且

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 >

(︂
3

2

)︂𝑛−1

+

(︂
3

2

)︂𝑛−2

=

(︂
5

2

)︂(︂
3

2

)︂𝑛−2

>

(︂
3

2

)︂𝑛

所以𝑎𝑛 >
(︀
3
2

)︀𝑛
恒成立。所以

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 <

𝑁∑︁
𝑛=1

(︂
2

3

)︂𝑛

<
2

3

1

1− 2
3

= 2

因此
𝑁∑︀

𝑛=1

1
𝑎𝑛
单调递增有上界，所以

∞∑︀
𝑛=1

1
𝑎𝑛
收敛。

2.4 例4

设正项级数
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛发散，𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑎𝑖 ，试证明
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛

𝑆𝑛
也发散。 [6]

分析：将本题换一个说法更直观：{𝑆𝑛}是单调递增至+∞的正数列，证
明

∞∑︀
𝑛=1

𝑆𝑛−𝑠𝑛−1

𝑆𝑛
发散。这等价于本文的例2.1。当然，我们也可以不用例2.1的

结论，直接按照替换规则，

∞∑︁
𝑛=1

𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1

𝑆𝑛

∼
∫︁ ∞

1

𝑆′

𝑆
𝑑𝑥 = ln𝑆|∞1 ∼ ln𝑆(∞)

同样地，这将我们引导到了ln (𝑆𝑛)。

2.5 例5

(Raabe判别法)设
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛为正项级数。证明：如果存在𝑝 > 1, 𝑁 ∈ N+使

得∀𝑛 > 𝑁, 𝑛
(︁

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
− 1

)︁
≥ 𝑝，则级数

∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛收敛。 [7]

分析：在我们的数学分析教材中，Raabe判别法被视为一个精度较高的

判别法。 [8]在这里，利用欧拉数学，给出观察Raabe 判别法一个独特的视

角。𝑛 → 𝑥, 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1 → −𝑎′(𝑥), 𝑎𝑛+1 → 𝑎(𝑥)，我们有

𝑎′(𝑥)

𝑎(𝑥)
≤ −𝑝

𝑥
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两边积分得ln [𝑎(𝑥)] ≤ −𝑝 ln𝑥+ ln 𝑐，整理得

𝑎(𝑥) ≤ 𝑐

𝑥𝑝

或者其离散形式

𝑎(𝑛) ≤ 𝑐

𝑛𝑝

这将我们引导到了𝑝级数判别法。换句话说，事实上能够用Raabe判别

法证明的题目，大多数都可以用𝑝级数来放缩证明。3

2.6 例6

[9]设级数
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛和
∞∑︀

𝑛=1

𝑏𝑛收敛，证明它们的Cauchy乘积

∞∑︁
𝑛=1

(𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 + ...+ 𝑎𝑛𝑏1)

收敛的充分必要条件是

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1 + · · ·+ 𝑏𝑛−𝑘+1) = 0

分析：本题是欧拉数学与数列结合的“集众家之大成”式的题目！

Cauchy乘积的难点在于它是一个正序乘上一个逆序，这样很多常规的

方法，比如说数学归纳法都不能用了，因为从n到n+1，整个Cauchy乘积都

变了。而且所给的充分必要条件看上去并没有规律可循，甚至有些别扭。

但是利用欧拉数学，我们很快就可以找出规律来。记𝐴′(𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝐵′(𝑥) =

𝑏(𝑥)。

其中，题目所给的充分必要条件的连续形式是4

lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

𝑎(𝑥)

(︂∫︁ 𝑥

0

𝑏(𝑛− 𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑥

= lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

𝑎(𝑥)[𝐵(𝑛)−𝐵(𝑛− 𝑥)]𝑑𝑥

= lim
𝑛→∞

𝐴(𝑛)𝐵(𝑛)− lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

𝑎(𝑥)𝐵(𝑛− 𝑥)𝑑𝑥

3并不是所有的Raabe可证的题目都可以用p级数来判别法，但是就具体题目而言，似乎p级数奏效的

概率很大。
4欧拉数学只不过是形式上的分析，因此积分下限不是重要的。



2 典型例子 8

Cauthy乘积的连续形式是

lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0

𝑎(𝑡)𝑏(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡

注意到，积分
∫︀ 𝑛

0
𝑑𝑥

∫︀ 𝑥

0
𝑎(𝑡)𝑏(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡可以改写成二重积分

∫︀∫︀
𝐷

𝑎(𝑡)𝑏(𝑥 −

𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥，𝐷为𝑥 = 𝑦, 𝑦 = 0, 𝑥 = 𝑛 所围成的区域，因此可以交换积分次序

lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0

𝑎(𝑡)𝑏(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡 = lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

𝑑𝑡

∫︁ 𝑛

𝑡

𝑎(𝑡)𝑏(𝑥− 𝑡)𝑑𝑥

= lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

𝑎(𝑡)𝑑𝑡

∫︁ 𝑛

𝑡

𝑏(𝑥− 𝑡)𝑑𝑥

= lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑛

0

𝑎(𝑡)[𝐵(𝑛− 𝑡)−𝐵(0)]𝑑𝑡

现在就把两个积分联系起来了。反观我们的过程，容易看出，关键是

交换积分次序；而会返回到原题，可以猜测原题的关键是交换Cauchy乘积

的求和顺序。因此写出下面的解答过程：

解答： 设

𝐴𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑛, 𝐵𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘

有（设𝑏0 = 0）
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘(𝑏𝑛+ 𝑏𝑛−1+ · · ·+ 𝑏𝑛−𝑘+1) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝐵𝑛−𝐵𝑛−𝑘) = 𝐴𝑛𝐵𝑛−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘𝐵𝑛−𝑘

而Cauchy乘积为5

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑗+1−𝑖 =𝑎1𝑏1+

𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1+

𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏1+

. . .

𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 + ...+ 𝑎𝑛𝑏1

=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗

𝑛+1−𝑗∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖

=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝐵𝑛+1−𝑗

5留意连续版本与离散版本的对应与相似，这有助于我们熟练使用欧拉数学。
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注意到

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑗+1−𝑖 = lim
𝑛→∞

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑗∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑗+1−𝑖

= lim
𝑛→∞

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝐵𝑛−𝑗 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝐵𝑛−𝑗 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝐵𝑛−𝑘

所以

lim
𝑛→∞

[︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘(𝑏𝑛 + 𝑏𝑛−1 + · · ·+ 𝑏𝑛−𝑘+1) +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑗∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑗+1−𝑖

]︃
= lim

𝑛→∞
𝐴𝑛𝐵𝑛

至此，充分性和必要性都证明完了。中括号中的两部分的极限存在性

是相互等价的。

3 思想总结

从上面的例子可以看出，欧拉数学并不是直接为我们证明题目，而是

通过把离散的数列连续化，从而为我们的证明带来思路。通常来说，欧拉

数学只是探讨性地思考，为严格证明铺垫。欧拉数学为我们提供了一条通

向答案的直观思路，让我们更好地把握住题目的要领。它能发挥作用的重

点在于：由于受到常规的数学分析训练，我们思考求导、积分等连续性问

题时要比思考离散的数学问题要容易、快捷很多，因此不妨先做个连续的

类似，然后再离散化。

当然，欧拉数学的模式是新的，刚开始时可能感觉比较困难，但是只

要通过短时间的研究和训练，还是比较容易掌握的。稍微夸张地说，这是

一条充满创意的路径。欧拉数学还在数学的其他方面有很多应用，比如数

论、级数求和等等，欧拉有相当多凭借直觉和不严密推理得出的成果，这

些都是值得我们细细品味的瑰宝。
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