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1 李对称方法简介

1870年前后，Marius Sophus Lie 认识到，许多解微分方程的方法可以

利用群论结合起来. 李对称性方法（Lie Symmetry Methods）是现代非线

性微分方程研究的核心. 它们使用了对称的概念以系统的方式产生解. 本文

是一个关于李（Lie）对称方法的简要介绍。

相比其他特殊的积分技巧，李对称方法是绝妙的。首先，对称的思想

是引人入胜的；其次，李对称方法是简洁的。比如，如果不用李对称方法，

那么要总结目前二阶常微分方程积分技巧，要分为超过400种的形式讨论，

而李对称方法将其简化为4种。事实上，李对称方法当初就是为了整理大量

的各种求积微分方程的技巧而总结出来的。大量的证据表明：群理论是求

解非线性微分方程解析解的唯一通用和有效的方法。当其他的一些积分方

法失效的时候，群理论是求解微分方程的通用工具。李群方法的最大优点

在于，在可解的情况下，群分析理论在处理线性和非线性方程的问题时是

等同的。

关于李（Lie）方法的一个关键概念是对称群的一个无穷小生成元. 这

一概念体现在本文中。

2 一阶常微分方程

11本章主要的目的是一阶常微分方程（ODE）

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) (1)

的积分，其中𝑦′ = 𝑑𝑦
𝑑𝑥
。通过探讨(1)的积分，建立李对称方法在解微分方程

的基本思路和方法。

2.1 无穷小变换

考虑变换

𝑥̄ = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝜀), 𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝜀) (2)
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其中𝑥 = 𝜙(𝑥, 𝑦, 0), 𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝑦, 0) 我们在𝜀 = 0附近展开（只考虑一阶无穷

小）：

𝑥̄ ≈ 𝜙(𝑥, 𝑦, 0) + 𝜉(𝑥, 𝑦)𝜀 = 𝑥 + 𝜉𝜀

𝑦 ≈ 𝜑(𝑥, 𝑦, 0) + 𝜂(𝑥, 𝑦)𝜀 = 𝑦 + 𝜂𝜀
(3)

其中𝜉(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑥̄
𝜕𝜀
|𝜀=0, 𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑦

𝜕𝜀
|𝜀=0。构造以下算子（又称无穷小生成

元）

𝑋 = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
(4)

该算子给出了函数𝑓(𝑥, 𝑦)在变换(2)下增量的线性主部，即

𝑓(𝑥̄, 𝑦) ≈ 𝑓(𝑥, 𝑦) +

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥̄

𝜕𝑥̄

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜀=0

)︂
𝜀 +

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜀=0

)︂
𝜀

= 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜉(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜀 + 𝜂(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜀

= 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜀𝑋𝑓(𝑥, 𝑦)

(5)

所以若𝑋𝑓(𝑥, 𝑦) = 0，则𝑓(𝑥, 𝑦)在(𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥̄, 𝑦)的变换之下保持不变

（精确到一阶无穷小），称𝑓(𝑥, 𝑦) 容许无穷小生成元𝑋。

2.2 正则坐标

可对算子X 进行变量代换进行化简。设

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) (6)

，期望算符𝑋变换成𝑋̃ = 𝜕
𝜕𝑣
的简单形式。我们有

𝑑𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 =

𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑑𝑢 +

𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝑑𝑣

=
𝜕𝑓

𝜕𝑢

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦

)︂
+

𝜕𝑓

𝜕𝑣

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦

)︂
=

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑥 +

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑦

那么就有
𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑢
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑣
𝜕

𝜕𝑦
=

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑢
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑣
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那么

𝑋̃ = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
= 𝜉

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑢
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑣

)︂
+ 𝜂

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑢
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑣

)︂
=

(︂
𝜉
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
𝜕

𝜕𝑢
+

(︂
𝜉
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
𝜕

𝜕𝑣

= (𝑋𝑢)
𝜕

𝜕𝑢
+ (𝑋𝑣)

𝜕

𝜕𝑣

上式可以自然地推广到多个变量。我们令

𝑋𝑢 = 𝜉
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

𝑋𝑣 = 𝜉
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 1

(7)

从而达到我们的目的，使得𝑋̃ = 𝜕
𝜕𝑣
。由方程组(7)生成的代换变量称为正则

坐标，我们只需要上述线性偏微分方程组的一个特解就够了。

2.3 首次延拓

为了考虑微分方程的变换，我们需要知道导数的变换规律，即𝑦′ =
𝑑𝑦
𝑑𝑥

↦→ 𝑦′ = 𝑑𝑦
𝑑𝑥̄
下的变换，这成为无穷小生成元(4)的首次延拓，具体过程如

下。

𝑑𝑦

𝑑𝑥̄
≈ 𝑑(𝑦 + 𝜂𝜀)

𝑑(𝑥 + 𝜉𝜀)
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥

(︃
1 + 𝑑𝜂

𝑑𝑦
𝜀

1 + 𝑑𝜉
𝑑𝑥
𝜀

)︃

≈ 𝑑𝑦

𝑑𝑥

(︂
1 +

𝑑𝜂

𝑑𝑦
𝜀

)︂(︂
1 − 𝑑𝜉

𝑑𝑥
𝜀

)︂
≈ 𝑑𝑦

𝑑𝑥

(︂
1 +

𝑑𝜂

𝑑𝑦
𝜀− 𝑑𝜉

𝑑𝑥
𝜀

)︂
即

𝑦′ = 𝑦′ + 𝜁𝜀

𝜁 =
𝑑𝜂

𝑑𝑥
− 𝑑𝜉

𝑑𝑥
𝑦′ =

𝜕𝜂

𝜕𝑥
+

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑦
− 𝜕𝜉

𝜕𝑥

)︂
𝑦′ − 𝜕𝜉

𝜕𝑦
(𝑦′)2

延拓的意思是什么呢？这是我们考虑微分方程的一个方式，即将𝑥, 𝑦和𝑦′看

成是相互独立的变量（而不是𝑥, 𝑦在 𝑑𝑦
𝑑𝑥
一项中交缠），而𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 便是关

于变量𝑥, 𝑦, 𝑦′的一个函数，而如果要考虑𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′)在(2)下的增量，就相当

于考虑𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 在(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ (𝑥̄, 𝑦, 𝑧 + 𝜁𝜀)下的增量（其中𝑧 = 𝑦′），于是无

穷小生成元(4)相应地延拓为

𝑋 = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜁

𝜕

𝜕𝑦′
(8)
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于是我们有

𝑓(𝑥̄, 𝑦, 𝑦′) ≈ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) + 𝜀𝑋𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′)

所以相应地若𝑋𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0，则𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′)在(𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥̄, 𝑦)的变换之

下保持不变（精确到一阶无穷小），称𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) 容许无穷小生成元𝑋。另

外，最简单的无穷小生成元 𝜕
𝜕𝑣
的首次延拓还是它自己。

2.4 方程的对称性

前面已经提到，如果在(2)的变换之下，𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥̄, 𝑦)，则𝑓(𝑥, 𝑦)具

有一种对称性（不变意味着对称），同时𝑓(𝑥, 𝑦)也容许无穷小生成元(4)。拥

有一种对称性即意味着一个容许无穷小生成元，但是同一个无穷小生成元

可以对应着不同的对称性。

但是这本文我们更多考虑的是方程，情况有一些不同。考虑方程𝑓(𝑥, 𝑦) =

0拥有对称性(2)，只需要𝑓(𝑥̄, 𝑦) = 0 即可，但未必有𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥̄, 𝑦)。比

如方程𝑥+ 𝑦 = 0 在伸缩变换𝑥̄ = 𝑒𝜀𝑥, 𝑦 = 𝑒𝜀𝑦之下形式为𝑒−𝜀(𝑥̄+ 𝑦) = 0，本

质上就是𝑥̄+ 𝑦 = 0，所以该方程拥有相应的对称性，但是𝑓(𝑥, 𝑦) ̸≡ 𝑓(𝑥̄, 𝑦)。

不仅如此，比如方程𝑥 − 𝑦 = 0，考虑变换𝑥̄ = 𝑒𝜀𝑥2, 𝑦 = 𝑒𝜀𝑦2，可以计

算𝑥̄− 𝑦 = 𝑒𝜀(𝑥− 𝑦)(𝑥 + 𝑦)，已知𝑥− 𝑦 = 0，所以𝑥̄− 𝑦 = 0，所以该方程具

有相应的对称性，但是𝑥̄− 𝑦 ̸≡ 𝑥− 𝑦。

事实上，在李对称方法中，我们只需要考虑函数或方程所容许的无穷

小生成元即可。如果方程𝑓(𝑥, 𝑦) = 0容许无穷小生成元(4)，根据(5)，只需

要

𝑋𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑓(𝑥,𝑦)=0 = 0 (9)

即只需要𝑋𝑓(𝑥, 𝑦)在𝑓(𝑥, 𝑦) = 0的条件下等于0，而不需要𝑋𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0。多

元情况可以相应类比。如果方程𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0容许𝑋（此时𝑋是首次延拓

后的算子），那么

𝑋𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′)|𝑓(𝑥,𝑦,𝑦′)=0 = 0 (10)

2.5 用对称性解微分方程

如果(1)容许无穷小生成元(4)，那么(1)便具有一种对称性。利用对称

性可以对(1)进行积分，具体思路有两种：



2 一阶常微分方程 6

2.5.1 正则坐标法

根据(10)，我们有

𝑋 [𝑦′ − 𝑓(𝑥, 𝑦)]|𝑦′=𝑓(𝑥,𝑦) = 0 (11)

由方程组(7)可以算出𝑋的正则坐标(𝑢, 𝑣)，在正则坐标之下，(1)变为𝑑𝑢
𝑑𝑣

−
𝑔(𝑢, 𝑣) = 0，同时无穷小生成元𝑋变换为𝑋̃ = 𝜕

𝜕𝑣
。而(10)相应地变为

𝑋̃

[︂
𝑑𝑢

𝑑𝑣
− 𝑔(𝑢, 𝑣)

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢
𝑑𝑣 =𝑔(𝑢,𝑣)

= 0

注意此时𝑑𝑢
𝑑𝑣
, 𝑢, 𝑣是独立的变量，因此𝑋̃

[︀
𝑑𝑢
𝑑𝑣

− 𝑔(𝑢, 𝑣)
]︀

= − 𝜕
𝜕𝑣
𝑔(𝑢, 𝑣)，这意

味着 𝜕
𝜕𝑣
𝑔(𝑢, 𝑣) = 0，即𝑔(𝑢, 𝑣)不显含𝑣，于是(1)变为了

𝑑𝑢

𝑑𝑣
= 𝑔(𝑢) (12)

，这是可以简单分离变量的形式：

𝑣 =

∫︁
𝑑𝑢

𝑔(𝑢)

2.5.2 积分因子法

我们可以把(1)改写成𝑑𝑦 − 𝑓𝑑𝑥 = 0，假设(1)的通积分为𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑐，

则两边微分有𝜕𝜔
𝜕𝑥

𝑑𝑥 + 𝜕𝜔
𝜕𝑦

𝑑𝑦 = 0，对比𝑑𝑦 − 𝑓𝑑𝑥 = 0，我们得出存在积分因

子𝜇 = 𝜇(𝑥, 𝑦)，使得
𝜕𝜔

𝜕𝑥
= −𝜇𝑓,

𝜕𝜔

𝜕𝑦
= 𝜇 (13)

因此，找出积分因子也可以帮助我们求积(1)。然而，直接求解上述偏微分

方程组往往比求解(1)更为复杂，因此用传统方法求解时我们往往只能凭借

经验去猜测积分因子。不过，利用李对称分析，可以让我们很容易找出积

分因子。

下面给出一个理解积分因子法的别致思路。

假设(1)容许无穷小生成元(4)，𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑐是(1)的通积分。考虑变

量𝑢 = 𝜔(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦)，𝑣(𝑥, 𝑦)是待定函数。由于𝑑𝜔 = 0，因此在这组

变量之下(1)变为𝑑𝑢
𝑑𝑣

= 0。因此(𝑢, 𝑣)实际上就是最理想的正则坐标！根据正

则坐标的定义方程组(7)，必有𝑋𝜔 = 0或𝑋𝜔 = 1。

另一方面，0 = 𝑑𝜔
𝑑𝑥

= 𝜕𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝜕𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜕𝜔
𝜕𝑦

𝑓，于是𝑋𝜔 = 𝜉 𝜕𝜔
𝜕𝑥

+ 𝜂 𝜕𝜔
𝜕𝑦

=

(𝜂 − 𝜉𝑓)𝜕𝜔
𝜕𝑦
，由此就可以断定𝑋𝜔 = 1，因为如果𝑋𝜔 = 0将得到𝜂 − 𝜉𝑓 =
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0或𝜕𝜔
𝜕𝑦

= 0的平凡结果。因此𝜕𝜔
𝜕𝑦

= 1
𝜂−𝜉𝑓
以及𝜕𝜔

𝜕𝑥
= − 𝑓

𝜂−𝜉𝑓
，也就是说，积分

因子

𝜇(𝑥, 𝑦) =
1

𝜂 − 𝜉𝑓

可见，李对称分析给出了求积分因子的简单公式。采用积分因子来积

分(1)的方法更为直接，然而，它给我的感觉是似乎没有变量代换那样流畅

自然。

2.6 计算对称性

从上面各小节的分析过程可以看出，李方法的核心是找到对称性，也

就是发现方程所容许的无穷小生成元(4)。假设(1)容许(4)，那么就有(11)。

而

𝑋 [𝑦′ − 𝑓(𝑥, 𝑦)] = 𝜁 − 𝜉
𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝜂

𝜕𝑓

𝜕𝑦

=
𝜕𝜂

𝜕𝑥
+

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑦
− 𝜕𝜉

𝜕𝑥

)︂
𝑦′ − 𝜕𝜉

𝜕𝑦
(𝑦′)2 − 𝜉

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝜂

𝜕𝑓

𝜕𝑦

=
𝜕𝜂

𝜕𝑥
+

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑦
− 𝜕𝜉

𝜕𝑥

)︂
𝑓 − 𝜕𝜉

𝜕𝑦
𝑓2 − 𝜉

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝜂

𝜕𝑓

𝜕𝑦

= 0

所以

𝜉
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

𝜕𝜂

𝜕𝑥
+

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑦
− 𝜕𝜉

𝜕𝑥

)︂
𝑓 − 𝜕𝜉

𝜕𝑦
𝑓2 (14)

这就是无穷小生成元的决定方程。为了求解(14)，不妨设𝜂 = 𝜉𝑓 + 𝜎，代入

化简得到
𝜕𝜎

𝜕𝑥
+ 𝑓

𝜕𝜎

𝜕𝑦
= 𝜎

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(15)

这看上去相当简单，但是为了得到它的通解，需要求解特征方程

𝑑𝑥 =
𝑑𝑦

𝑓
=

𝑑𝜎(︁
𝜕𝑓
𝜕𝑦

)︁
这等价于先求解原来的微分方程，因此，这样的计算并没有改变求微分

方程解的本质困难。当然，我们只需要(14)的一个特解，在很多情况下，

𝜉, 𝜂的形式相当简单（但往往𝜎的形式不那么简单），因此可以凭借猜测或者

直觉等行为得出一个特解即可。
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2.7 给定对称性的方程

由于发现微分方程对称性具有本质上的困难，因此我们通常是反过来，

给定一种对称性（无穷小生成元(4)），看看哪些方程具有这种对称性。这部

分也有两种不同的计算方法。

2.7.1 直接积分法

已知𝜉和𝜂可以求解偏微分方程(14)得到一类函数𝑓(𝑥, 𝑦)，从而找到容

许(4)的一类方程𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)。但是这种方法计算量颇大。

2.7.2 正则坐标法

给定(4)的形式，就可以求出相应的一组正则变量(𝑢, 𝑣)，并且根据(2.5.1)，

方程(1)在正则坐标下变为(12)。将(12)换回以𝑥, 𝑦为变量的形式，就得到了

容许(4)的一类方程了。即

𝑑𝑢

𝑑𝑣
=

𝜕𝑢
𝜕𝑥
𝑑𝑥 + 𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦

𝜕𝑣
𝜕𝑥
𝑑𝑥 + 𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦

=

𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦
𝑦′

𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦
𝑦′

所以有
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦
𝑦′

𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦
𝑦′

= 𝑔(𝑢)

𝑔(𝑢)是𝑢的任意函数。从上式可以解出𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)。

2.8 已知对称性的常微分方程

在此谨摘录一个来源于《微分方程与数学物理问题》的表格。
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序号 方程 对称

1 𝑦′ = 𝐹 (𝑘𝑥 + 𝑙𝑦) 𝑋 = 𝑙 𝜕
𝜕𝑥

− 𝑘 𝜕
𝜕𝑦

2 𝑦′ = 𝐹 (𝑦/𝑥) 𝑋 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑦 𝜕
𝜕𝑦

3 𝑦′ = 𝑥𝑘−1𝐹 (𝑦/𝑥𝑘) 𝑋 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑘𝑦 𝜕
𝜕𝑦

4 𝑥𝑦′ = 𝐹 (𝑥𝑒−𝑦) 𝑋 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝜕
𝜕𝑦

5 𝑦′ = 𝑦𝐹 (𝑦𝑒−𝑥) 𝑋 = 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑦 𝜕
𝜕𝑦

6 𝑦′ = 𝑦
𝑥

+ 𝑥𝐹 (𝑦/𝑥) 𝑋 = 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑦
𝑥

𝜕
𝜕𝑦

7 𝑥𝑦′ = 𝑦 + 𝐹 (𝑦/𝑥) 𝑋 = 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑥𝑦 𝜕
𝜕𝑦

8 𝑦′ = 𝑦
𝑥+𝐹 (𝑦/𝑥)

𝑋 = 𝑥𝑦 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑦2 𝜕
𝜕𝑦

9 𝑦′ = 𝑦
𝑥+𝐹 (𝑦)

𝑋 = 𝑦 𝜕
𝜕𝑥

10 𝑥𝑦′ = 𝑦 + 𝐹 (𝑥) 𝑋 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑦

11 𝑥𝑦′ = 𝑦
ln 𝑥+𝐹 (𝑦)

𝑋 = 𝑥𝑦 𝜕
𝜕𝑥

12 𝑥𝑦′ = 𝑦[ln 𝑦 + 𝐹 (𝑥)] 𝑋 = 𝑥𝑦 𝜕
𝜕𝑦

13 𝑦′ = 𝑦+𝑥𝐹 (𝑥2+𝑦2)
𝑥−𝑦𝐹 (𝑥2+𝑦2)

𝑋 = 𝑦 𝜕
𝜕𝑥

− 𝑥 𝜕
𝜕𝑦

表 1: 常见的对称性及其对应方程

2.9 本章算例

考虑微分方程

𝑦′ = 𝑦 +
𝑥3

𝑦

，容易检验它在𝑦 ↦→ 𝑒2𝜀𝑦, 𝑥 ↦→ 𝑒𝜀下保持不变（或者直接查阅(2.8)节的表

格1）。这表明上述方程容许无穷小生成元𝑋 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 2𝑦 𝜕
𝜕𝑦
。

利用(2.5.1)的正则坐标法，先求出𝑋的正则坐标，即求解偏微分方程

组𝑥𝜕𝑢
𝜕𝑥

+2𝑦 𝜕𝑢
𝜕𝑦

= 0, 𝑥 𝜕𝑣
𝜕𝑥

+2𝑦 𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 1，可以求出最简单的一个解是𝑢 = 𝑦
𝑥2 , 𝑣 =

ln𝑥，或者写成𝑥 = 𝑒𝑣, 𝑦 = 𝑢𝑒2𝑣，在此坐标之下微分方程化简为

𝑑𝑢

𝑑𝑣
= 1 +

1

𝑢
− 2𝑢

这是可以直接简单积分的形式。

而利用(2.5.2)的积分因子法，求出积分因子𝜇(𝑥, 𝑦) = 1
𝜂−𝜉𝑓

= 𝑦
(+𝑥2)(𝑦−𝑥2)

=

1
3

(︁
1

2𝑦+𝑥2 + 1
𝑦−𝑥2

)︁
，于是𝜔 =

∫︀
𝜇𝑑𝑦 = 1

6
ln(2𝑦 + 𝑥2) + 1

3
ln(𝑦 − 𝑥2) + 𝑐1(𝑥) ；

另一方面𝜔 = −
∫︀

(𝜇𝑓)𝑑𝑥 = 1
6

ln(2𝑦 + 𝑥2) + 1
3

ln(𝑦 − 𝑥2) + 𝑐2(𝑦)。两者的公
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共部分即是𝜔 = 1
6

ln(2𝑦 + 𝑥2) + 1
3

ln(𝑦 − 𝑥2)，那么通解为

𝜔(𝑥, 𝑦) =
1

6
ln(2𝑦 + 𝑥2) +

1

3
ln(𝑦 − 𝑥2) =

1

6
ln 𝑐

或者

(2𝑦 + 𝑥2)(𝑦 − 𝑥2)2 = 𝑐

3 一阶常微分方程组

本章的目的是将一阶常微分方程（ODEs）的理论进行高阶推广，而处

于一般性考虑，这里直接探讨积分一阶常微分方程组

ẋ = f(x, 𝑡) (16)

或者写成分量形式

𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)(𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛) (17)

这里𝑥是(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)的简写。

3.1 无穷小变换

仿照第一章的写法，先讨论类似(2)的变换

𝑥̄𝑖 = 𝜙𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑡 = 𝜙𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜀) (18)

这里也有𝑥𝑖 = 𝜙𝑖(𝑥, 𝑡, 0), 𝑡 = 𝜙𝑡(𝑥, 𝑡, 0)。那么对应的无穷小变换为

𝑥̄𝑖 = 𝑥 + 𝜉𝑖(𝑥, 𝑡)𝜀, 𝑡 = 𝑡 + 𝜉𝑡(𝑥, 𝑡)𝜀 (19)

其中𝜉𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑥̄𝑖

𝜕𝜀
|𝜀=0, 𝜉𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑡

𝜕𝜀
|𝜀=0。这对应于无穷小生成元

𝑋 = 𝜉𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

+ 𝜉𝑡
𝜕

𝜕𝑡
(20)

这里用到了“爱因斯坦求和约定”，即重复的指标表示遍历1到n求和，

即𝑎𝑖𝑏𝑖 =
𝑛∑︀

𝑖=1

(𝑎𝑖𝑏𝑖)。该无穷小生成元给出了函数𝑓(𝑥, 𝑡) 在变换(18) 下增量的

线性主部，即

𝑓(𝑥̄, 𝑡) ≈ 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝜉𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝜀 + 𝜉𝑡
𝜕𝑓

𝜕𝑡
𝜀 = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝜀𝑋𝑓(𝑥, 𝑡) (21)

所以若𝑋𝑓(𝑥, 𝑡) = 0，则𝑓(𝑥, 𝑦)在(𝑥, 𝑡) ↦→ (𝑥̄, 𝑡)的变换之下保持不变

（精确到一阶无穷小），称𝑓(𝑥, 𝑡) 容许无穷小生成元𝑋。
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3.2 正则坐标

对于多元的情况，同样可以找出正则坐标

𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡), 𝜏 = 𝜏(𝑥, 𝑡) (22)

使得(20) 化简为𝑋̃ = 𝜕
𝜕𝑡
的简单形式。类似(2.2)节，我们有

𝑋̃ = (𝑋𝑢𝑖)
𝜕

𝜕𝑢𝑖

+ (𝑋𝜏)
𝜕

𝜕𝜏

我们令 ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑋𝑢𝑖 = 𝜉𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

+ 𝜉𝑡
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
= 0

𝑋𝜏 = 𝜉𝑗
𝜕𝜏

𝜕𝑥𝑗

+ 𝜉𝑡
𝜕𝜏

𝜕𝑡
= 1

(23)

从而使得𝑋̃ = 𝜕
𝜕𝑡
，由方程组(23)生成的代换变量就是我们需要的正则坐标，

我们只需要上述线性偏微分方程组的一个特解就够了。

3.3 首次延拓

对于多元情况我们同样可以考虑无穷小生成元(20)的首次延拓，但是

在高阶微分方程中，算子的延拓只有概念上的意义。也就是说，我们只需

要计算，无穷小生成元𝑋遇到没有导函数的式子时，其形式就是(20)，当遇

到有导函数的式子时，其形式就是(20)的延拓，至于延拓的具体形式是什

么，并不需要在意。有兴趣的朋友可以仿照(2.3)节进行推演。（请注意使用

爱因斯坦求和约定，不然重复写求和符号
∑︀
会使得形式比较繁琐。）下面直

接给出结果：

𝑋 = 𝜉𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

+ 𝜁𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

+ 𝜉𝑡
𝜕

𝜕𝑡

𝜁𝑖 =
𝑑𝜉𝑖
𝑑𝑡

− 𝑥𝑖
𝑑𝜉𝑡
𝑑𝑡

=
𝜕𝜉𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝑥𝑗 +
𝜕𝜉𝑖
𝜕𝑡

− 𝜕𝜉𝑡
𝜕𝑡

𝑥𝑖 −
𝜕𝜉𝑡
𝜕𝑥𝑗

𝑥𝑗𝑥𝑖

(24)

3.4 方程组的对称性

跟方程一样，方程组的对称性也和函数的对称性有所区别。如果方程

组𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) = 0容许无穷小生成元(20)，只需要

𝑋𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑓1=0,𝑓2=0,...,𝑓𝑛=0 = 0 (25)
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即只需要𝑋𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)在所有𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) = 0的条件下等于0，而不需要𝑋𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) ≡
0。如果方程组𝑓𝑖(𝑥, 𝑥̇, 𝑡) = 0 容许𝑋 （此时𝑋是首次延拓后的算子），那么

𝑋𝑓(𝑥, 𝑥̇, 𝑡)|𝑓1=0,𝑓2=0,...,𝑓𝑛=0 = 0 (26)

3.5 用对称性降一阶：正则坐标法

在一阶常微分方程中，我们说过可以用对称性来解微分方程，当推广

到微分方程组时，情况有一点不同。已知方程组的一个对称性，我们可以

把方程组降低一阶（一阶常微分方程降低一阶后就完全解出来了）。而且更

特殊的是，尽管你有可能已知方程组的N个对称性，你却未必可以将方程组

降低N阶。关于降多阶的情况，将在第三章系统讨论。本节只讨论利用一个

对称性降低一阶的方法。跟一阶常微分方程不同，一般地，对于方程组降

阶来说只有正则坐标法可用。

如果方程组(17)容许无穷小生成元(20)，那么可以求出正则坐标(𝑢, 𝜏)，

这里的𝑢是(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛)的简写。在此正则坐标下，方程组(17)变换成

𝑑𝑢𝑖

𝑑𝜏
= 𝑔𝑖(𝑢, 𝜏) (27)

此时无穷小生成元(17)变为了 𝜕
𝜕𝜏
，根据(25)，由

𝑋̃

[︂
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝜏
− 𝑔𝑖(𝑢, 𝜏)

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢1
𝑑𝜏 =𝑔1(𝑢,𝜏),...,

𝑑𝑢𝑛
𝑑𝜏 =𝑔𝑛(𝑢,𝜏)

= 0 (28)

因此就有 𝜕
𝜕𝜏
𝑔𝑖(𝑢, 𝜏) = 0（参考(2.5.1)），即各𝑔𝑖(𝑢, 𝜏)都不显含𝜏，于是(17)

变成了
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝜏
= 𝑔𝑖(𝑢) (29)

，这就把(17)降低了一阶，为了看出这一点，不失一般性，可以将(29)改变

为
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑢𝑛

=
𝑔𝑖(𝑢)

𝑔𝑛(𝑢)
, 𝑖 = 1, 2, . . . , (𝑛− 1) (30)

这将变量数目减少1。如果可以继续发现了(30)的对称性，就可以用同样的

方法降阶，直到完全把微分方程组积分出来为止。

3.6 计算对称性

根据(26)，对于容许(24)的微分方程组(17)，有𝜉𝑗
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

+ 𝜉𝑡
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑡

= 𝜁𝑖，即

𝜉𝑗
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

+ 𝜉𝑡
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑡

=
𝜕𝜉𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝑥𝑗 +
𝜕𝜉𝑖
𝜕𝑡

− 𝜕𝜉𝑡
𝜕𝑡

𝑥𝑖 −
𝜕𝜉𝑡
𝜕𝑥𝑗

𝑥𝑗𝑥𝑖 (31)
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这里总有𝑛个方程，但是有𝑛+ 1个未知量，因此一般都是可解的，而且我们

只需要一个特解。很遗憾，并没有一般方法发现它的特解。类比(2.6)的技

巧，不妨设𝜉𝑖 = 𝜉𝑡𝑓𝑖 + 𝜎𝑖，代入(31)后化简得

𝜕𝜎𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑓𝑗

𝜕𝜎𝑖

𝜕𝑥𝑗

= 𝜎𝑗
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(32)

这实现了消元，但是并没有降低求解的本质困难。更糟糕的是，𝜎𝑖的特解

往往比𝜉𝑖, 𝜉𝑡的特解更为复杂。但是，存在这种可能性，对于一类微分方程，

拥有一般的步骤去发现它的对称性，然而，局限于计算上的复杂性（但计

算复杂不是本质的困难），我们通常把这部分内容交给计算机实现。有机会

的话，我们将在第四章探讨这部分内容。

3.7 给定对称性的方程

同样，我们有两种途径得到容许无穷小生成元(20)的一类微分方程组。

相比求解(31)的复杂性，显然正则坐标更为方便。在已知(20)的形式之下，

可以求出正则坐标(𝑢, 𝜏)，在此坐标之下，微分方程组(17)变为

𝑑𝑢𝑖

𝑑𝜏
= 𝑔𝑖(𝑢) (33)

所以
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡
+ 𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡

𝜕𝜏
𝜕𝑥𝑗

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡
+ 𝜕𝜏

𝜕𝑡

= 𝑔𝑖(𝑢) (34)

根据(34)就可以解出一类方程组。

3.8 本章算例

本节我们考虑二阶常微分方程

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑥

(︂
𝑑𝑥

𝑑𝑡

)︂2

− 𝑡

(︂
𝑑𝑥

𝑑𝑡

)︂3

采取本章思路，即将它作为一阶常微分方程组来考虑⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥𝑦2 − 𝑡𝑦3
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一个比较容易发现的对称性是：方程组在𝑥̄ = 𝑥, 𝑦 = 𝑒−𝜀𝑦, 𝑡 = 𝑒𝜀𝑡下保

持不变（尺度变换下的对称），这个对称性导致无穷小生成元𝑋 = −𝑦 𝜕
𝜕𝑦

+

𝑡 𝜕
𝜕𝑡
。由(23)可知正则坐标决定方程为：⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑦
𝜕𝑢1

𝜕𝑦
+ 𝑡

𝜕𝑢1

𝜕𝑡
= 0

−𝑦
𝜕𝑢2

𝜕𝑦
+ 𝑡

𝜕𝑢2

𝜕𝑡
= 0

−𝑦
𝜕𝜏

𝜕𝑦
+ 𝑡

𝜕𝜏

𝜕𝑡
= 1

容易发现的一个特解为⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢1 = 𝑥

𝑢2 = 𝑦𝑡

𝜏 = ln 𝑡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑢1

𝑦 = 𝑢2𝑒
−𝜏

𝑡 = 𝑒𝜏

在这组坐标之下，方程组变为⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑢1

𝑑𝜏
= 𝑢2

𝑑𝑢2

𝑑𝜏
= 𝑢1𝑢

2
2 − 𝑢3

2 + 𝑢2

现在成功实现了降阶。如果可以找到该方程的对称性，就可以继续降低一

阶从而完全积分出来。然而，发现该方程的对称性是不容易的。因此我们

暂时把该方程搁置下载，而去寻找李对称积分更一般的规律。在下一章中，

我们会重新回到这个方程组来。
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