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齐次对称多项式初等表示的新尝试 

苏剑林 

 

摘要 

对称多项式基本定理告诉我们每一个对称多项式都可以表示成初等对称多项式的多项式。

但这仅仅是理论上的，具体的变换技巧还有待发掘。《高等代数》教程中给出了两种不同的方

法，其中一种就是直接根据首项逐次求得，但这因为计算量太高而不被频繁使用。第二种方法

是通过待定系数法来求，效率较高，速度也较快。但是，不难发现，它还有以下两个不足： 

（1）它的“快”是相对而言的，对于计算机编程计算来说它的确很快，但手工计算来说

还是很有限制的，毕竟它将问题转换为一个多元一次方程组，手工求解多元方程组还是不容易

的。 

（2）通过待定系数法的过程没有体现出对称多项式的特性，淹没了“对称性”在多项式

中的规律和美感。 

综上所述， 有必要在对称多项式初等表示方面做出新的探讨。本文就是企图进行这样的

尝试，不失一般性，只考虑 n元齐次对称多项式。通过研究，笔者得到了两种可以比较快速地

给出对称多项式初等表示的方法，它们在某种意义上是相互补充，笔者将在下面介绍。 
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符号说明： 

为了描述的方便，本文尝试采用以下记号。 

1、圆弧括号内具有符号下标的单项式表示遍历该下标求和。如  
1

n

i i

i

x x


 以及

 
1 1

n n

i j i j

j i

x x x x
 

 等等；使用这个符号的主要原因就是想省去大量的求和符号，同时把多项

式运算变得简洁，比如      i j i jx x x x  ，      2 2

i j i i j kx x x x x x  等等（每一个括弧意味
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着不同的下标），如同普通乘法一般。这实际上是我对张量运算的一种改换。 

2、方括号内具有符号下标的单项式表示遍历该下标求和，但在遍历的过程中各下标互不

相等。如 
1

n

i i

i

x x


 ， 1 2 1 3 1

1, 1

2( ... )
n n

i j i j n n

j j i i

x x x x x x x x x x

  

         以及 

1 2 3 1 2 4 2 1

1, , 1, 1

6( ... )
n n n

i j k i j k n n n

k k j k i j j i i

x x x x x x x x x x x x x x x 

     

          等等。使用这个不好

的主要目的就是省去大量的求和符号。 

3、采用《高等代数》的表示初等对称多项式的符号： 

 

1 2

1

2

3

1

2

1

6

...

1
...

! n

i

i j

i j k

n k k k

x

x x

x x x

x x x
n











   

   

   

 

本文提供的两种方法分别基于这两种括弧的不同运用，因此我将这两种方法分别称为“圆

括弧法”和“方括弧法”，在此分述如下： 

 

圆括弧法 

“圆括弧法”是利用了下面的“基础结果”，并结合容斥原理得到上述定义的圆括弧变换

规律，进而给出对称多项式的初等表示。 

 

1.基础结果 

我们需要  m

ix 的初等对称多项式的表达式为基础，其中 m 为任意正整数。关于这些对称

表达式，有一个奇妙的生成方法，它涉及到了生成函数以及代数方程这个工具。在以下论述过

程中我们暂不区分多项式与多项式函数的区别。 

考虑多项式：
1 2 1

1 2 1( ) ... ( 1) ( 1)n n n n n

n nf x x x x x     

        ，它的 n 个根为

1 2, ,..., nx x x ，因此多项式也可以改成 1 2( ) ( )( )...( )nf x x x x x x x    ，不难证明： 

1 2

'( ) 1 1 1
...

( ) n

f x

f x x x x x x x
   

  
 

将每一项用泰勒级数展开： 

2

1 1 1

2
11

1 1 1 1
1 ... ...

1

n

n

x x x

xx x x x x x x

x
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所以 

2

2 3 1

( ) ( ) ( )'( )
... ...

( )

n

i i i

n

x x xf x n

f x x x x x 
       

也就是说，为了得出  m

ix ，我们只需要将
'( )

( )

f x

f x
展开为关于

1

x
的泰勒级数，并找出对应

的

1
1

m

x



 
 
 

项系数即可。这显然是一个美妙的结果。因为我们要以这个表达式为基础，因此我

们只需要得到这一系列恒等式即可。用 Mathematica 可以快速地完成
'( )

( )

f x

f x
的展开。在这里直

接写出： 

 

 

 

 

 

 

1

1

2 2

1 2

3 3

1 1 2 3

4 4 2 2

1 1 2 2 1 3 4

5 5 3 2 2

1 1 2 1 2 1 3 2 3 1 4 5

6 6 4 3 2 2 2 3 2

1 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 3 2 3 2 4 1 5 6

2

3 3

4 2 4 4

5 5 5 5 5 5

6 6 9 6 12 2 3 6 6 6

......

i

i

i

i

i

i

x

x

x

x

x

x



 

   

      

           

                  



 

  

    

      

          

可以发现它是有一些规律的，似乎和杨辉三角有着某种联系。遗憾的是我还未能总结出它的规

律。不过本文的主要目的是以这些为基础来快速写出一个对称多项式的初等多项式的表达形

式。下面将通过例子来说明。 

 

2.一般对称多项式的表达形式 

 

○1 第一个简单的例子是： 2

1 2x x ，不难写出 

        2 2 2 2 2 3

1 2 i j i j i i i i ix x x x x x x x x x x        

其中    2 2

i j i ix x x x 一项的来源在于： 
2

i jx x  是不计算 i j 部分的，而  2

i jx x 则是计

算 i j 部分的，所以要从  2

i jx x 中减去 i j 的部分。 

根据上面的结果，有 

        2 2 3 2 3

1 2 1 2 1 1 1 2 3 1 2 32 3 3 3i i ix x x x x                    

 

○2 第二个稍微复杂的例子是： 3 2

1 2x x ，不难写出 
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        3 2 3 2 3 2 5 3 2 5

1 2 i j i j i i i ix x x x x x x x x x       ； 

接下来我们有 

    

    

3 2 3 2 5

1 2

3 2 5 3 2 2

1 1 2 3 1 2 1 1 2 1 2 1 3 2 3 1 4 5

2 2

1 2 1 3 2 3 1 4 5

= 3 3 2 5 5 5 5 5 5

= -2 +5 -5

i i ix x x x x

                 

        

 

         





即使是手算，这个展开过程也并不困难，事实上这是体现本文方法优越性的一个比较好的例子。

如果使用待定系数法的话，则计算过程比较繁琐而且容易出错。 

 

○3 可以再考虑稍微复杂的例子： 2 2

1 2 3x x x  

       2 2 2 2 2 2 4 3 2 5

1 2 32 2 3i j k i j k i j i j ix x x x x x x x x x x x x x        

这里有两点要注意的： 

1、前边乘以 2是因为在
2 2

i j kx x x  中
2 2,i jx x 处于等价位置，因此必然会重复计算一次，

所以总和实际上是
2 2

1 2 3x x x 的两倍，这和 2 3

1 1
,

2 6
i j i j kx x x x x        是类似的。而在第

一、二个例子中
2 ,i jx x 地位不等价，因此没有重复计算。 

2、该法则的运算就是每次让两个指标相等，通过组合数学的知识算出它的项数，然后不

断取舍。简单来讲，就是容斥原理的体现。最后我们有： 

       

           

      

 

2 2

1 2 3

2 2 4 3 2 5

2
2 4 3 2 5

2
2 4 2 2 3 2

1 2 1 1 1 2 2 1 3 4 1 1 1 2 3 1 2

5 3 2 2

1 1 2 1 2 1 3 2 3 1 4 5

2 3 1 4 5

2

2 3

2 3

2 4 2 4 4 2 3 3 2

3 5 5 5 5 5 5

2 6 10

i j k i j i j i

i i i i i i i

x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x

                

           

    

   

   

          

      

  



即 2 2

1 2 3 2 3 1 4 53 5x x x        。但这个例子并没有显示出该方法的优越性，反而突出了它

的局限性。事实上，在各变量的次数相差不大时，本方法是最劣于待定系数法的。从最终的结

果可以看出，使用待定系数法，也会比较简单。 

 

然而这并非一无所获，可以发现，这种过程并未比通常方法复杂很多，而且在整个过程中

处处体现着对称性的作用，因为没有对称性，整个推理都不再成立。另外，我们也可以看到，

将一个对称的多项式改成  m

ix 的多项式却是轻松的。事实上，在某些应用中，比如在证明不

等式的某些情况下，这种形式也许更为有效。 
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方括弧法 

事实上，根据容斥原理，我们可以利用本文定义的方括弧给出一个更为直接的变换方法，

即直接考虑方括弧之间的形式表换。这种方法的特点是可操作性强，简洁易懂，当然，计算量

未必少。我们来重复考虑上面的三个例子 

 

○1 2

1 2x x  

因为
2 2

1 2 i j i j ix x x x x x x        ，我们先猜测第一项为  i j ix x x   ，于是写出： 

  2= 2i j i i j k i jx x x x x x x x            

这个式子的意义是相当明确的：  i j ix x x   包含两部分，一部分是三个指标都不同的，一

部分是由两个指标相同的。而  1 2 3= =2 =6i i j i j kx x x x x x        ， ， ，所以我们有 

2 2

2 1 3 1 2 2 1 32 =6 2 = -3i jx x x x           

这个例子是比较简洁的。 

 

○2  
3 2

1 2x x   

同样，因为
3 2 3 2

1 2 i j i j i j ix x x x x x x x x        ，考虑第一项为  i j i j ix x x x x       ，并且有 

 

 2

2

3 2 3 2 2 2

= 2

= +2

4 4 4 2

i j i j i

i j i j k i j

i j i j k i j i j

i j i j k i j i j k i j k i j k l

x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

      

          

            

                         

 

其中
2 3 2 3 2 2 2=2 2 2i j i j i j i j k i j k i j k lx x x x x x x x x x x x x x x x                       ，其意思就是统

计两个下标相同时、一个下标相同时、没有下标相同时的所有情况（要注意只有两个方括号相

遇才会有下标相同，一个方括号内下标是不同的，这是定义）！这过程比较繁琐。但是还是有

可操作性的，多计算一下，熟悉即可。 

比如
2

i j i jx x x x      中有多少个
3 2

i jx x  呢？可以这样考虑，让左边的 i与右边的 i相同，

让左边的 j与右边的 j相同，就得到了
3 2

i jx x  ，这是一种；让左边的 i与右边的 j相同，让左

边的 j与右边的 i相同，也得到了
3 2

i jx x  ，共有两种情况；因此
2

i j i jx x x x      展开式中必然

包含
3 22 i jx x  。其他类似。 
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但是接着还要把
3 2 2 2,i j k i j k i j k lx x x x x x x x x x          ， 展开。这过程计算量很大，有点得不偿

失。 

 

○3 2 2

1 2 3x x x  

2 2 2= 6 6i j k i j i j k l m i j k l i j kx x x x x x x x x x x x x x x x x                     

  2=4 +i j k l i i j k l i j k l mx x x x x x x x x x x x x x          

为了再次展示方法的操作，笔者再解释一下 i j k i jx x x x x      中有多少个
2 2

i j kx x x  。让右

边的 i与左边的 i相同，那么右边的 j可以分别于 j或 k相同，有两种情况；右边的 i还可以与

左边的 j或 k相同；因此总的情况是 32=6，即 i j k i jx x x x x      的展开式中包含了
2 26 i j kx x x  。

其余的是类似的。 

所以 

 

   

2 2

4 1 5
3 2 5

3 2 4 1 5

-1 1
= - -

6 6 4

24 -1201 1
= 3 2 - 120 -

6 6 4

=2 -6 +10

i j k

i j k l i i j k l m

i j k i j i j k l m

x x x

x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x

  
  

    

  

                



 

所以 2 2

1 2 3 2 3 1 4 53 5x x x        。只有简单几步就给出了“圆括弧法”中比较困难的

例子的结果。 

 

结论 

可以看出，在一些比较简单的情况下，圆括弧法和方括弧法有着异曲同工的简洁之妙。然

而，某些圆括弧法比较困难的题目，方括弧法则显得简单巧妙；反之也有类似的例子。因此有

把握说，这两种方法在某种意义上是可以相互补充的，有可能的是，两种方法的结合应用，可

以不完全地代替待定系数法。 

进一步可以这样总结，待定系数法和方括弧的优越性在于低次数的对称多项式变换方面

（即 1

1 ... naa

nx x 的
1( ... )na a  比较小时）；而圆括弧法优越性在体现在低循环变量数方面

（即 1

1 ... naa

nx x 的 n比较小时），当然，需要  m

ix 的表达式为基础也可以说是一个不足。 

当然，需要说明的是，本文的出发点在于：如果一道问题有简单的答案，那么它就应该有

简单（巧妙）的解法。如果对称多项式本身相当复杂，其解也是相当复杂的，那么不存在哪种

特别有效快捷的方法来得出答案。在这种情况下，计算机就发挥作用了。 
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遗留问题 

○1  m

ix 的初等多项式展开式的一般规律还没有找到 

○2  在得到“基础结果”时使用到了生成函数法这个强大的工具，但让人感到该工具还有

很大的使用空间，有待进一步发掘（比如多元函数的生成函数等等）。 

 

 

权当抛砖引玉，如有不当之处，还请斧正。 

 


