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1 第一章量子力学的基本概念

本章并无习题。
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2 第二章量子力学的运动规律

2.1 2-1经典作用量

2.1.1 问题2-1

一个自由粒子，其 L = mẋ2/2。证明自由粒子的经典运动所对应的作用量 Scl 为

Scl =
m

2

(xb − xa)
2

tb − ta
(2− 8)

参考答案：
作用量

∫ tb
ta
L(x, ẋ, t)dt 是关于 x ≡ x(t) 的一个泛函，而所谓经典作用量，就是找出粒子的经典路

径 xcl，然后再代入作用量的表达式中去。
对于自由粒子，将 L 代入欧拉-拉格朗日方程（即 (2-7) 式）得到 mẍ = 0，从而经典运动路径为

xcl(t) = c1t+ c2，c1, c2 是待定常数，常数由边界条件 x(ta) = xa, x(tb) = xb 来确定。最终结果是

xcl(t) =

(
xb − xa
tb − ta

)
t+

tbxa − taxb
tb − ta

所以

Scl =

∫ tb

ta

1

2
mẋ2cl(t)dt =

m

2

(xb − xa)
2

tb − ta

2.1.2 问题2-2

一个谐振子，其 L = (m/2)(ẋ2 − ω2x2)。令 T = tb − ta，证明其经典作用量为

Sc1 =
mω

2 sinωT
[
(x2a + x2b) cosωT − 2xaxb

]
(2− 9)

参考答案：
本问题的计算思路跟问题 2-1 是一样的，只不过计算上更加复杂。为了不至于让符号太多，我们设

m = ω = 1，随后我们可以通过检查量纲来恢复这两个变量。此时 L = (ẋ2 − x2)/2，变分得到经典运
动方程 ẍ+ x = 0，其中通解包含两个待定常数，同样由边界条件 x(ta) = xa, x(tb) = xb 来确定。

已经知道对于任意常数 c，sin(t+ c) 都是 ẍ+ x = 0 的解，因此考虑到边界条件，我们使用如下格
式的通解

xcl(t) = c1 sin(t− ta) + c2 sin(t− tb)

该通解在边界点时只有一个常数，因此可以方便地确定两个常数：

c1 =
xb

sin(tb − ta)

c2 =
xa

sin(ta − tb)
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为了算 Sc1，我们可以使用分部积分法：

Sc1 =

∫ tb

ta

1

2
(ẋ2cl − x2cl)dt

=
1

2
xclẋcl

∣∣∣∣tb
ta

− 1

2

∫ tb

ta

(ẍcl + xcl) dt

=
1

2
xclẋcl

∣∣∣∣tb
ta

=
1

2
xb ẋcl|tb −

1

2
xa ẋcl|ta

其中由于经典运动方程 ẍcl + xcl = 0，所以 1
2

∫ tb
ta

(ẍcl + xcl) dt = 0。这样一来我们就免除了再次进
行积分运算。将 xcl(t) 的表达式代入上式，得到

Sc1 =
1

2 sinT
[
(x2a + x2b) cosT − 2xaxb

]
最后我们来把 m 和 ω 恢复，这只需要检查量纲。首先留意 sin 和 cos 部分，三角函数的自变

量必须是无量纲的，而目前是时间 T，为了将其变成无量纲的，只需要乘上角速度 ω，因为角速度的
量纲是“时间−1”。其次，L 是具有能量量纲的，因此作用量 S 量纲是能量量纲乘上时间量纲，也就是
“质量×长度2

/时间”。方括号只是长度的平方，因此，需要在外边乘上 mω（这是一个量纲为“质量/时间”
的量），所以，得到

Sc1 =
mω

2 sinωT
[
(x2a + x2b) cosωT − 2xaxb

]
2.1.3 问题2-3

求出常力 f 作用下的一个粒子的 Scl，其拉氏量为 L = mẋ2/2 + fx。
参考答案：
同样，我们设 m = f = 1，最后再来恢复它，我们应当熟悉这种方法，它能给我们带来方便。此时，

L = ẋ2/2 + x，变分作用量，得到经典运动方程 ẍ = 1。积分之，可以得到通解

xcl(t) =
1

2
t2 + c1t+ c2

这启示我们，可以设 xcl = ycl +
1
2
t2，或许可以将问题转化为自由粒子的情况。事实正是如此，我

们有

Sc1 =

∫ tb

ta

(
1

2
ẋ2 + x

)
dt

=

∫ tb

ta

[
1

2
(ẏcl + t)

2
+

(
ycl +

1

2
t2
)]

dt

=

∫ tb

ta

1
2
ẏ2cl + t2 + (ycl + tẏcl)︸ ︷︷ ︸

d
dt (tycl)

 dt
=

∫ tb

ta

1

2
ẏ2cldt+

1

3
t3
∣∣∣∣tb
ta

+ tycl|tbta

=

∫ tb

ta

1

2
ẏ2cldt+

1

3
(t3b − t3a) + (tbyb − taya)

科学空间：http://spaces.ac.cn Page 9 of 107



《量子力学与路径积分》习题解答 V0.5 2 第二章量子力学的运动规律

根据我们的设定，ya = xa− 1
2
t2a, yb = xb− 1

2
t2b。上式第一项正是自由粒子的作用量，根据问题 2-1，

它等于
1

2

(yb − ya)
2

tb − ta
=

1

2

[(xb − xa)− 1
2
(t2b − t2a)]

2

tb − ta

所以最终结果是

Scl =
1

2

[(xb − xa)− 1
2
(t2b − t2a)]

2

tb − ta
+

1

3
(t3b − t3a) +

[
tb

(
xb −

1

2
t2b

)
− ta

(
xa −

1

2
t2a

)]
=

1

2

[(xb − xa)− 1
6
(t2b − t2a)]

2

tb − ta
− 1

3
(t3b − t3a) + (tbxb − taxa)

=
(xb − xa)

2

2T
+
T (xa + xb)

2
− T 3

24

其中 T = tb − ta，我们以后经常会使用这个代换。恢复 m, f 后的结果为

Scl =
m(xb − xa)

2

2T
+
fT (xa + xb)

2
− f2T 3

24m

2.1.4 问题2-4

按照经典力学，动量定义为

p =
∂L

∂ẋ
(2− 10)

证明端点的动量为 (
∂L

∂ẋ

)
x=xb

=
∂Scl
∂xb

(2− 11)

以及 (
∂L

∂ẋ

)
x=xa

= −∂Scl
∂xa

参考答案：
这个问题相当于把 xb 换成随时变化的 x，也就是说，我们考虑

Scl(x) =

∫ tb

ta

L(xcl, ẋcl, t)dt, x(ta) = xa, x(tb) = x

对 x 求导：

∂

∂x
Scl(x) =

∫ tb

ta

(
∂L

∂xcl

∂xcl
∂x

+
∂L

∂ẋcl

∂ẋcl
∂x

)
dt

=

∫ tb

ta

∂L

∂xcl

∂xcl
∂x

dt+

∫ tb

ta

∂L

∂ẋcl
d

(
∂xcl
∂x

)
(接着对后一项用分部积分)

=
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂x

∣∣∣∣tb
ta

+

∫ tb

ta

(
∂L

∂xcl
− d

dt

∂L

∂ẋcl

)
︸ ︷︷ ︸
请回忆“欧拉-拉格朗日方程”

∂xcl
∂x

dt

=
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂x

∣∣∣∣tb
ta

=
∂L

∂ẋcl

∂(xcl|tbta)
∂x

(这一步是因为 ta, tb, xa, x 之间是相互独立的)

=
∂L

∂ẋcl

∂(x− xa)

∂x
=

∂L

∂ẋcl
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从而 (
∂L

∂ẋ

)
x=xb

=
∂Scl
∂xb

类似可证后一式子。

2.1.5 问题2-5

按经典力学，能量定义为
E = ẋp− L (2− 12)

证明端点 b 能量的表达式为 (
ẋ
∂L

∂ẋ
− L

)∣∣∣∣
x=xb

= −∂Scl
∂tb

(2− 13)

以及相应地在端点 a 的能量是 ∂Scl

∂ta
。

参考答案：
与问题 2-4 类似，考虑 tb 为任意变化的 τ 时，Scl(τ) 的导数。

Scl(τ) =

∫ τ

ta

L(xcl, ẋcl, t)dt, x(ta) = xa, x(τ) = xb

所以（下面的 L 表示 L(xcl, ẋcl, t)|t=τ）

∂

∂τ
Scl(τ) = L+

∫ τ

ta

∂L

∂τ
dt (注意到 L 也是 τ 的函数，因此多一偏导数项)

= L+

∫ τ

ta

(
∂L

∂xcl

∂xcl
∂τ

+
∂L

∂ẋcl

∂ẋcl
∂τ

)
dt (接着对后一项用分部积分)

= L+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣∣τ
ta

+

∫ τ

ta

(
∂L

∂xcl
− d

dt

∂L

∂ẋcl

)
∂xcl
∂τ

dt

= L+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣∣τ
ta

= L+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣∣
t=τ

− ∂L

∂ẋcl

∣∣∣∣
t=ta

∂(xcl|t=ta)
∂τ

= L+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣∣
t=τ

− ∂L

∂ẋcl

∣∣∣∣
t=ta

∂xa
∂τ

= L+
∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣∣
t=τ

上面的最后几步中，因为 ta 与 τ 无关，所以可以直接交换“取 t = ta”与“对 τ 求导”的顺序，但是不能
直接交换“取 t = τ ”与“对 τ 求导”的顺序。对于任意 f(t, τ)，我们有

df(τ, τ)

dτ
=
∂f(t, τ)

∂t

∣∣∣∣
t=τ

+
∂f(t, τ)

∂τ

∣∣∣∣
t=τ
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从而
∂xcl
∂τ

∣∣∣∣
t=τ

+
∂xcl
∂t

∣∣∣∣
t=τ

=
d

dτ
(xcl|t=τ )

=
d

dτ
xcl(τ)

=
d

dτ
(xb)

= 0

因此
∂

∂τ
Scl(τ) = L+

∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂τ

∣∣∣∣
t=τ

= L− ∂L

∂ẋcl

∂xcl
∂t

∣∣∣∣
t=τ

= L− ẋcl
∂L

∂ẋcl

∣∣∣∣
t=τ

至此，(2− 13) 式得证。

2.2 2-2量子力学的几率幅

2.2.1 问题2-6

规定路径积分的泛函种类可惊人地变化。到目前为止，我们已经考虑了一些泛函，如式 (2 − 15)。
这里我们要考虑另一个完全不同的类型。（待完善）
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3 第三章用一些特例阐述概念

3.1 3-1自由粒子

3.1.1 问题3-1

一粒子由 a 点到达 b 点的几率，按定义应该正比于传播子 K(b, a) 的平方的绝对值的平方。对于
自由粒子传播子式 (3− 3)，这就是

P (b)dx =
m

2πℏ(tb − ta)
dx (3− 6)

显然，这是相对几率，因为对 x 的全部区域的积分发散。这种特别的归一化意味着什么？证明，这
相应于粒子在 a点开始运动时的动量为任何值的可能性一样大的经典图像。证明粒子动量在 dp区间先
赢的相对几率是 dp/2πℏ。

参考答案：
根据问题 2-1 和问题 2-4，自由粒子的经典动量为

p =
∂Scl
∂x

=
m

2

x− xa
tb − ta

(这里 x = xb)

所以
dp

2πℏ
=

m

2πℏ(tb − ta)
dx = P (b)dx

可见粒子在区间 dp 的相对几率正比于 1/2πℏ，这是一个常数，因此这相应于粒子在 a 点开始运动
时的动量为任何值的可能性一样大的经典图像，这意味着自由粒子的动量和位置都是非常不确定的。

3.1.2 问题3-2

用代入法证明，只要 tb 大于 ta，自由粒子传播子 K(b, a) 满足微分方程

−ℏ
i

∂K(b, a)

∂tb
= − ℏ2

2m

∂2K(b, a)

∂x2b
(3− 18)

参考答案：
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只需要依次写出：

K(b, a) =

[
2πi(tb − ta)

m

]−1/2

exp im(xb − xa)
2

2ℏ(tb − ta)

∂K(b, a)

∂tb
=
πi

m

[
2πi(tb − ta)

m

]−3/2

exp im(xb − xa)
2

2ℏ(tb − ta)

−
[
2πi(tb − ta)

m

]−1/2
im(xb − xa)

2

2ℏ(tb − ta)2
exp im(xb − xa)

2

2ℏ(tb − ta)

=

[
2πi(tb − ta)

m

]−1/2
1

2(tb − ta)
exp im(xb − xa)

2

2ℏ(tb − ta)

−
[
2πi(tb − ta)

m

]−1/2
im(xb − xa)

2

2ℏ(tb − ta)2
exp im(xb − xa)

2

2ℏ(tb − ta)

∂K(b, a)

∂xb
=

[
2πi(tb − ta)

m

]−1/2
im(xb − xa)

ℏ(tb − ta)
exp im(xb − xa)

2

2ℏ(tb − ta)

∂2K(b, a)

∂x2b
=

[
2πi(tb − ta)

m

]−1/2
im

ℏ(tb − ta)
exp im(xb − xa)

2

2ℏ(tb − ta)

−
[
2πi(tb − ta)

m

]−1/2
m2(xb − xa)

2

ℏ2(tb − ta)2
exp im(xb − xa)

2

2ℏ(tb − ta)

可见，除了一个常数因子外，∂K(b,a)
∂tb

与 ∂2K(b,a)
∂x2

b
是对应相等的，所以不难证明式 (3− 18)

3.2 3-2通过狭缝的衍射

3.2.1 问题3-3

将式 (3− 20) 中的几率幅平方，再对 x 积分，证明：通过原狭缝的几率是

P (通过) =
m

2πℏT
2b (3− 35)

参考答案：
首先写出 (3− 20) 式

ψ(x) =

∫ b

−b

(
2πiℏτ
m

)−1/2

exp
[
im(x− y)2

2ℏτ

]
×
(
2πiℏT
m

)−1/2

exp
[
im(x0 + y)2

2ℏT

]
dy

(3− 20)

然后有
|ψ(x)|2 =ψ∗(x)ψ(x)

=
( m

2πℏτ

)( m

2πℏT

)
×
∫ b

−b
exp

[
im(x− y)2

2ℏτ

]
exp

[
im(x0 + y)2

2ℏT

]
dy

×
∫ b

−b
exp

[
− im(x− z)2

2ℏτ

]
exp

[
− im(x0 + z)2

2ℏT

]
dz
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为求
∫∞
−∞ |ψ(x)|2dx，先对 x 积分：∫ ∞

−∞
exp

[
im(x− y)2

2ℏτ
− im(x− z)2

2ℏτ

]
dx

=

∫ ∞

−∞
exp

[
im(z − y)x

ℏτ
+
im (y2 − z2)

2ℏτ

]
dx

=2πδ

(
m(z − y)

ℏτ

)
exp

[
im (y2 − z2)

2ℏτ

] (
我们有δ(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
eiωxdω

)
所以 ∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx

=
m2

4π2ℏ2τT

∫ b

−b

∫ b

−b
2πδ

(
m(z − y)

ℏτ

)
exp

[
im (y2 − z2)

2ℏτ

]
× exp

[
im(x0 + y)2

2ℏT

]
exp

[
− im(x0 + z)2

2ℏT

]
dydz

=
m2

2πℏ2τT

∫ b

−b

∫ b

−b
δ

(
m(z − y)

ℏτ

)
exp

[
im (y2 − z2)

2ℏτ

]
× exp

[
im(y − z)x0

ℏT
+
im (z2 − y2)

2ℏT

]
dydz

记积分区域为 D，D 包含原点。作坐标变换：u = y − z

v = y + z

其雅可比行列式为 1
2
，上述积分变为∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx

=
m2

2πℏ2τT

∫∫
D

δ
(
−mu

ℏτ

)
exp

[
imuv

2ℏτ
+
imux0
ℏT

− imuv

2ℏT

]
1

2
dudv

=
m

4πℏT

∫∫
D

δ (u) exp
[
imuv

2ℏτ
+
imux0
ℏT

− imuv

2ℏT

]
dudv

=
m

4πℏT

∫ 2b

−2b

dv (由于 δ(u) 的存在，只取 u = 0 这一区域，即一条直线。)

=
m

4πℏT
4b =

m

2πℏT
2b

3.3 3-4波函数

3.3.1 问题3-4

假若一个自由粒子在 t = 0 时有确定的动量（即波函数为 Ceipx/ℏ）。借助于式 (3− 3) 和 (3− 42)

证明：在以后的某时刻，这个粒子仍有同一固定的动量（即波函数通过 Ceipx/ℏ 与 x 相关），并且随时
间的变化正比于 e−i(p

2/2mℏ)t。这意味着粒子有确定的能量 p2/2m。
参考答案：
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根据 (3− 3) 式，有

K(x, t; y, 0) =

(
2πiℏt
m

)−1/2

exp im(x− y)2

2ℏt
根据 (3− 42) 式，有

ψ(x, t) =C

(
2πiℏt
m

)−1/2 ∫ ∞

−∞
exp im(x− y)2

2ℏt
· exp(ipy/ℏ)dy

=C

(
2πiℏt
m

)−1/2 ∫ ∞

−∞
exp im

2ℏt
[
x2 + y2 + 2(pt/m− x)y

]
dy

=C

(
2πiℏt
m

)−1/2 ∫ ∞

−∞
exp im

2ℏt

[(
2ptx/m− p2t2/m2

)
+ (y + pt/m− x)

2
]
dy

=C

(
2πiℏt
m

)−1/2

exp im

2ℏt
(
2ptx/m− p2t2/m2

) ∫ ∞

−∞
exp im

2ℏt
(y + pt/m− x)

2
dy

=C exp im

2ℏt
(
2ptx/m− p2t2/m2

)
=Ceipx/ℏe−i(p

2/2mℏ)t

3.3.2 问题3-5

应用问题 3-2 的结果和式 (3− 42) 证明：波函数满足方程：

−ℏ
i

∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
(3− 42)

这是自由粒子的薛定谔方程。
参考答案：
根据问题 3-2，我们有

−ℏ
i

∂K

∂t
= − ℏ2

2m

∂2K

∂x2

其中 K = K(x, t; y, t0)，任意给定初始的波函数 ψ(y, t0)，我们有

−
∫

ℏ
i

∂K

∂t
ψ(y, t0)dy = −

∫
ℏ2

2m

∂2K

∂x2
ψ(y, t0)dy

由于求偏导数的变量和求积分的变量无关，因此求积分和求偏导数的次序可以交换：

−ℏ
i

∂
∫
Kψ(y, t0)dy

∂t
= −

∫
ℏ2

2m

∂2
∫
Kψ(y, t0)dy

∂x2

根据 (3− 42) 式，积分部分正好是任意时刻的波函数 ψ(x, t)，所以

−ℏ
i

∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2

3.4 3-5高斯型积分

3.4.1 问题3-6

由于自由粒子拉氏量是二次型的，证明（问题 2-1）

K(b, a) = F (tb, ta) exp im(xb − xa)
2

2ℏ(tb − ta)
(3− 52)
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并且论述证明 F 只可能与时间的差值有关，即 F (tb, ta) = F (tb − ta)。
参考答案：
由于自由粒子拉氏量是二次型的，所以可以用 (3− 51) 式来求传播子，也就是：

K(b, a) = F (tb, ta) exp
(
i

ℏ
Scl[b, a]

)
(3− 51)

根据问题 2-1，自由粒子的经典作用量 Scl[b, a] 为

Scl[b, a] =
m

2

(xb − xa)
2

tb − ta

代入即得 (3− 52)。下面来论述 F (tb, ta) = F (tb − ta)。
事实上，可以论证更一般的结论：
对于拉氏量中不显含有 t 的情形，其传播子 K(b, a) 均只可能与时间的差值有关，即 K(b, a) =

K(xb, tb;xa, ta) = K(xb, xa, tb − ta)。换句话说，我们不可能知道做实验的绝对时间！
为此，我们考虑如下两个系统：

S系统 1 =

∫ t2

t1

L(x, ẋ)dt 和 S系统 2 =

∫ t4

t3

L(x, ẋ)dt

两个系统的 L 是一样的，并且都不显含 t，区别在于系统 1 的端点为 (t1, xa) 和 (t2, xb)，系统 2 的端
点为 (t3, xa) 和 (t4, xb)，t1 与 t3、t2 与 t4 不一定相等，但是保持 t4 − t3 = t2 − t1 = T。不管是量子力
学还是经典力学，系统的所有性质由所给出的作用量 S 确定，换言之，S系统 1 和 S系统 2 包含了这两个
系统自身所有的经典力学性质和量子力学性质。现在就来考虑两个系统对应的路径积分。

t1 t2 =t1 +T t3 t4 =t3 +T

t

xa

xb

x

(t1 ,xa )

(t2 ,xb )

(t3 ,xa )

(t4 ,xb )

x(t)
x(t+t1−t3 )

图 1: 考虑两个不同的但类似的系统

路径积分是要把两时空点之间所有的路径按 eiS/ℏ 叠加起来，从图 1 可以看出，系统 1 的每条路径
（如 x(t)）都与系统 2 的某条路径（如 x(t+ t1 − t3)）一一对应，它们仅仅相差一个平移。而对于系统
1 的 x(t) 和系统 2x(t+ t1 − t3)，考虑它们的作用量：

S[x(t)] =

∫ t2

t1

L(x(t), ẋ(t))dt 和 S[x(t+ t1 − t3)] =

∫ t4

t3

L(x(t+ t1 − t3), ẋ(t+ t1 − t3))dt
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可以设 L(x(t), ẋ(t)) 的原函数为 F (t)1，因此

S[x(t)] =F (t)|t2t1 = F (t2)− F (t1)

S[x(t+ t1 − t3)] =F (t+ t1 − t3)|t2t1
=F (t4 + t1 − t3)− F (t3 + t1 − t3)

=F (t2)− F (t1) = S[x(t)]

因此，系统 1 的每条路径（如 x(t)）都与系统 2 的某条路径（如 x(t+ t1 − t3)）一一对应，并且
路径的作用量相同（这意味着两条路径对各自传播子的贡献是相同的）——结论就是：两个系统的传
播子是一样的！我们无法区分它们！由于 t1, t3 是任意的，所以传播子不可能跟它们有关，唯一固定的
时间变量是时间差 T，因此，传播子只可能是 T 的函数。

上述仅仅是论证，不能算是证明，但是写出严格的数学证明是不必要的。因为这里的路径积分的定
义，本身都是不严格的，我们只是凭借着已知的数学基础和物理直觉来得到这些结论。

回到原题，自由粒子的拉氏量不显含 t，因此它的传播子 K(b, a) = F (tb, ta) exp im(xb−xa)
2

2ℏ(tb−ta) 只能是
时间差 tb − ta 的函数，因此 F (tb, ta) 只能是时间差 tb − ta 的函数。

3.4.2 问题3-7

关于 F 的进一步的信息可以由式 (2 − 31) 表示的性质获得。首先注意，问题 3-6 的结果意味着
F (tb − ta) 可以写成 F (t)，其中 t 是时间间隔 tb − ta。通过在式 (3− 52) 中应用这种形式的 F，再代
入式 (2− 31)，用 F (t) 和 F (s) 表示 F (t+ s)，其中 t = tb − tc, s = tc − ta。证明，若将 F 写为

F (t) =

√
m

2πiℏt
f(t) (3− 53)

则新函数 f(t) 必然满足
f(t+ s) = f(t)f(s) (3− 54)

这意味着，f(t) 必定具有下述形式：
f(t) = exp(at) (3− 55)

其中 a 可以是复数，即 a = α + iβ。由我们至此所建立的原则出发，很难得到关于函数 f(t) 的进一
步的信息。然而，按式 (2 − 21) 中的定义而特殊选定的归一化常数 A 意味着，近似到 ϵ 的第一阶有
f(ϵ) = 1。这相应于在式 (3− 55) 中令 a 等于零。F (t) 的结果与式 (3− 3) 一致。

参考答案：
对于自由粒子的传播子，由问题 3-5 我们已经确定了它与 xa, xb 有关的部分，剩下一个只与 tb− ta

相关的因此，因此，将它代进 (2− 31) 中，可以先完成对 xc 的积分，换言之（为了减少变量个数，我

1不管我们能不能把它求出来，但是理论上它是存在的。相应地，L(x(t+ t1 − t3), ẋ(t+ t1 − t3)) 的原函数就是 F (t+ t1 − t3)。
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们让 m = ℏ = 1）：

F (t+ s) exp i(xb − xa)
2

2(t+ s)
=K(b, a)

=

∫ ∞

−∞
K(b, c)K(c, a)dxc

=

∫ ∞

−∞
F (t) exp i(xb − xc)

2

2t
· F (s) exp i(xc − xa)

2

2s
dxc

=F (t)F (s)

∫ ∞

−∞
exp i(xb − xc)

2

2t
exp i(xc − xa)

2

2s
dxc

可以直接完成上述积分，这需要把指数展开，然后配平方，过程中的系数会比较复杂，但是没有本质上
的困难2。结果是： √

− 2πts

i(t+ s)
exp i(xb − xa)

2

2(t+ s)

因此

F (t+ s) = F (t)F (s)

√
− 2πts

i(t+ s)
= F (t)F (s)

√
(2πit)(2πis)

2πi(t+ s)

所以可以设 F (t) =
√

1
2πit

f(t)（恢复 m, ℏ 后正好是 (3− 53) 式），得到 (3− 54) 式

f(t+ s) = f(s)f(t)

这是关于 f(t) 的函数方程，指数函数是它的唯一解3，因此 f(t) 可以一般地写成 (3− 55) 式

f(t) = exp(at)

完整而正确的答案是 a = 0，但是这里我们无法得到这一结果了。
可见，如果传播子仅仅确定到相差一个只与 t 相关的因子 f(t)，那么我们可以通过 (2 − 31) 式得

到关于 f(t) 的一个函数方程，通过求解函数方程的方式可以进一步确定 f(t) 的部分信息——一般来说
是相差一个复常数因子。后面将通过更加有力的方式得到这一因子（参考第四章）。

3.5 3-6势场中的运动

本节的问题的主要核心是经典作用量的计算，因此，它更像节 2-1 的问题。
2但是读者如果熟悉傅里叶变换，我们可以偷偷懒。设 y = xc − xa，则∫ ∞

−∞
exp

i(xb − xc)
2

2t
exp

i(xc − xa)
2

2s
dxc =

∫ ∞

−∞
exp

i(xb − xa − y)2

2t
exp

iy2

2s
dy

上式正好是函数 exp i(xb−xa)2

2t
和 exp ix2

2s
的卷积，根据傅里叶变换的性质，卷积的傅里叶变换等于傅里叶变换的乘积，而 exp i(xb−xa)2

2t
和

exp ix2

2s
的傅里叶变换分别为

√
− 2πt

i
exp ω2t

2i
和
√

− 2πs
i

exp ω2s
2i

因此上述积分的傅里叶变换等于√
−

2πt

i
exp

ω2t

2i

√
−

2πs

i
exp

ω2s

2i
= 2πi

√
ts exp

ω2(t+ s)

2i

即，所以所求积分等于上式的逆傅里叶变换，即√
−

2πts

i(t+ s)
exp

i(xb − xa)
2

2(t+ s)
=

√
−

2πts

i(t+ s)
exp

i(xb − xa)
2

2(t+ s)

3从数学角度来看，这种说法欠缺准确性，只有加上连续性要求——f(t) 关于 t 是连续的，才能证明指数函数是唯一解。当然，从物理角度
讲，我们认为这种连续性是“显然成立”的。
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3.5.1 问题3-8

谐振子的拉格朗日量是

L =
m

2
ẋ2 − mω2

2
x2 (3− 58)

证明所得的传播子是（参看问题 2-2）

K = F (T ) exp
{

imω

2ℏ sinωT
[
(x2a + x2b) cosωT − 2xaxb

]}
(3− 59)

式中 T = tb− ta。注意，相乘函数 F (T ) 的显式并没有得出来。用其他方法可以获得它，并且对于谐振
子，它是（参考节 3-11）

F (T ) =
( mω

2πiℏ sinωT

)1/2
(3− 60)

参考答案：
在问题 2-2 中我们已经求出对于谐振子 (3− 58) 的经典作用量为 (2− 9)

Sc1 =
mω

2 sinωT
[
(x2a + x2b) cosωT − 2xaxb

]
而作用量是二次型的，因此它具有精确的表达式 (3− 59)

K = F (T ) exp iScl
ℏ

= F (T ) exp
{

imω

2ℏ sinωT
[
(x2a + x2b) cosωT − 2xaxb

]}
至于 F (T )的进一步信息，需要利用下一节的方法才能继续求解。当然，有毅力的读者可以仿照问题 3-7，
利用式 (2− 31) 得到关于 F (T ) 的函数方程。但我不是特别建议读者去做这件事情。

3.5.2 问题3-9

找出在恒定外场 f 中运动的粒子的传播子，其拉格朗日量为

L =
m

2
ẋ2 + fx (3− 61)

结果是

K =
( m

2πiℏT

)1/2
exp

{
i

ℏ

[
m(xb − xa)

2

2T
+
fT (xa + xb)

2
− f2T 3

24m

]}
(3− 62)

其中 T = tb − ta。
参考答案：
在问题 2-3 中我们已经求出对于拉氏量 (3− 61) 的经典作用量为

Sc1 =
m(xb − xa)

2

2T
+
fT (xa + xb)

2
− f2T 3

24m

而作用量是二次型的，因此它具有精确的表达式

K = F (T ) exp iScl
ℏ

= F (T ) exp
{
i

ℏ

[
m(xb − xa)

2

2T
+
fT (xa + xb)

2
− f2T 3

24m

]}
为了确定 F (T )，只需要留意到，式 (3− 50) 意味着

F (tb, ta) =

∫ 0

0

exp
{∫ tb

ta

[
a(t)ẏ2 + b(t)ẏy + c(t)y2

]
dt

}
Dy(t)
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注意到被积函数 a(t)ẏ2 + b(t)ẏy + c(t)y2 仅仅包含了二次幂的项，换言之，诸如 f(t)x 的一次幂的项，
并不影响 F (tb, ta)，因此，在问题 3-9 中，F (T ) 等于不存在 fx 项时（即自由粒子）的结果，因此

F (T ) =
( m

2πiℏT

)1/2
至此已经得到 (3− 62)。

3.5.3 问题3-10

在 z 方向上恒定的外磁场中运动的粒子带电荷 e，质量是 m，其拉格朗日量为

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+
eB

2c
(xẏ − ẋy) (3− 63)

证明：所得的传播子是

K =
( m

2πiℏT

)3/2( ωT/2

sin(ωT/2)

)
exp

{
im

2ℏ

[
(zb − za)

2

T

+

(
ω/2

tan(ωT/2)

)[
(xb − xa)

2 + (yb − ya)
2
]
+ ω(xayb − xbya)

]} (3− 64)

其中 T = tb − ta, ω = eB/mc。
参考答案：
为了简化符号，我们设 m = eB/c = 1，那么 L 简化为

L =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+

1

2
(xẏ − ẋy)

我们的工作分为两步，第一步是求经典作用量，第二步求 F (T )。注意到 L 可以分为两部分：一部分是
x, y 相关的，另一部分是 z 的，其中 z 部分 1

2
ż2 仅仅相当于一个自由粒子，因此可以分离出来，得到

K =

(
1

2πiℏT

)1/2

exp i

2ℏ
(zb − za)

2

T
×Kx,y

其中 Kx,y 是对应于拉氏量

Lx,y =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+

1

2
(xẏ − ẋy)

的传播子。出于二次型拉氏量一贯的思路，我们先求它的经典作用量，为此，变分得到经典运动方程： ẍ = ẏ

ÿ = −ẋ

这是一个微分方程组，可以常规地求解它。然而利用复数的技巧我们可以更简便地求解，设 Z = x+ yi，
那么上述方程等价于

Z̈ = −iŻ

可以解得
Z = C1 + C2e

−i(t−ta−T/2) (构造对于边界点对称的解。)

其中常数由以下方程确定 xa + yai = Za = C1 + C2e
iT/2

xb + ybi = Zb = C1 + C2e
−iT/2
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亦即 
C2 =

Za − Zb
eiT/2 − e−iT/2

=
Za − Zb

2i sin(T/2)

C1 =
1

2
[Za + Zb − C2(e

iT/2 + e−iT/2)] =
1

2

[
Za + Zb −

Za − Zb
i tan(T/2)

]
（后面的过程告诉我们，没必要把 C1 求出来。）再看 Lx,y，有

1

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
=

1

2
Ż ˙̄Z

1

2
(xẏ − ẋy) =

1

2
Re
(
−iZ̄Ż

)
Lx,y = Re

(
1

2
Ż ˙̄Z − 1

2
iZ̄Ż

)
所以

Scl =

∫ tb

ta

Lx,ydt = Re

∫ tb

ta

(
1

2
Ż ˙̄Z − 1

2
iZ̄Ż

)
dt

=
1

2
Re

[
ŻZ̄
∣∣∣tb
ta
−
∫ tb

ta

(
Z̈ + iZ

)
Z̄dt

]
=
1

2
Re

(
ŻZ̄
∣∣∣tb
ta

)
=
1

2
Re

[
Za − Zb
2 sin(T/2)

(
−e−iT/2Z̄b + eiT/2Z̄a

)]
=
1

2
Re

[
Za − Zb
2 sin(T/2)

(
−e−iT/2

(
Z̄b − Z̄a

)
+
(
eiT/2 − e−iT/2

)
Z̄a
)]

=
1

2
Re

[
−|Za − Zb|2

2 sin(T/2)e
−iT/2 + i

(
ZaZ̄a − ZbZ̄a

)]
=

1

4 tan(T/2) |Za − Zb|2 −
1

2
Re
(
iZbZ̄a

)
=

1

4 tan(T/2)
[
(xb − xa)

2 + (yb − ya)
2
]
+

1

2
(xayb − xbya)

上述运算过程的困难之处在于仔细明辨哪些项是实数，哪些项是纯虚数，以达到化简的目的，一旦做到
了这一点，就不是特别复杂了。所以

Kx,y = F (T ) exp
{
i

2ℏ

[(
1/2

tan(T/2)

)[
(xb − xa)

2 + (yb − ya)
2
]
+ (xayb − xbya)

]}
接着可以代入 K 的表达式，恢复量纲，求得

K =
( m

2πiℏT

)1/2
F (T ) exp

{
im

2ℏ

[
(zb − za)

2

T

+

(
ω/2

tan(ωT/2)

)[
(xb − xa)

2 + (yb − ya)
2
]
+ ω(xayb − xbya)

]}
F (T ) 的表达式需要利用后面的方法才能进一步求解得到。

本题也表名，在处理磁场中运动的相关问题之时，可以适当地利用复数来起到化简的效果。因为通
过特殊的选定，复数乘积的实部或者虚部，都可以表示二维的叉积。
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3.5.4 问题3-11

假定问题 3-8 种的谐振子被外力 f(t) 驱动，其其拉格朗日量为

L =
m

2
ẋ2 − mω2

2
x2 + f(t)x (3− 65)

证明：所得的传播子是 (T = tb − ta)

K =

√
mω

2πiℏ sinωT exp
(
i

ℏ
Scl

)
其中

Scl =
mω

2 sinωT
[
(x2b + x2a) cosωT − 2xbxa

+
2xb
mω

∫ tb

ta

f(t) sinω(t− ta)dt+
2xa
mω

∫ tb

ta

f(t) sinω(tb − t)dt

− 2

m2ω2

∫ tb

ta

∫ t

ta

f(t)f(s) sinω(tb − t) sinω(s− ta)dsdt

] (3− 66)

最后这一结果在许多高深问题中非常重要。它在量子电动力学中有许多特殊的应用，因为电磁场可
以表示为一组受迫谐振子。

参考答案：
显然，问题的难度仍然是求 Scl，因为根据问题 3-9 中参考答案所讨论的，前面的因子 F (T ) 等于

没有 f(t)x 项时的 F (T )，也就是谐振子时的 F (T ) =
√

mω
2πiℏ sinωT（参考问题 3-8）。

接着求 Scl。事实上，笔者觉得由 (3− 66) 式给出的形式不是特别优美的。下面会给出较为一般的
形式。

为了简化记号，我们将令 m = ω = 1。首先求解经典运动方程，变分的结果得到：

ẍ+ x = f(t)

这是一道二阶线性常微分方程，带有非齐次项。我们已经知道，这种方程的通解是对应的齐次方程的通
解加上原方程的一个特解。因此，我们将它表示成

x(t) = xc(t) + y(t)

其中 xc(t) 正是对应的齐次解，且 xc(ta) = xa, xc(tb) = xb, y(ta) = y(tb) = 0，也就是说，边界条件由
xc(t) 来拟合。代入到 L 中去，有

L =
1

2
(ẋc + ẏ)

2 − 1

2
(xc + y)

2
+ f(t) (xc + y)

=

(
1

2
ẋ2c −

1

2
x2c

)
+ f(t)xc +

(
1

2
ẏ2 − 1

2
y2 + f(t)y

)
+ (ẋcẏ − xcy)

自然有 Scl =
∫
Ldt。可以逐一分析各项，首先第四项可以用分部积分：∫ tb

ta

(ẋcẏ − xcy) dt = ẋcy|tbta −
∫ tb

ta

(ẍc + xc) ydt

=ẋc(tb)y(tb)− ẋc(ta)y(ta) = 0

科学空间：http://spaces.ac.cn Page 23 of 107



《量子力学与路径积分》习题解答 V0.5 3 第三章用一些特例阐述概念

因此这一项实际是 0。再看第一项，实际上它是自由谐振子的作用量，在问题 2-2 中我们已经给出答案，
这里记为 Sc

Sc =
1

2 sinT
[
(x2a + x2b) cosT − 2xaxb

]
于是

Scl = Sc +

∫ tb

ta

f(t)xcdt+

∫ tb

ta

(
1

2
ẏ2 − 1

2
y2 + f(t)y

)
dt

问题 2-2 中，我们同样已经给出了 xc(t) 的表达式

xc(t) =
1

sinT [xb sin(t− ta) + xa sin(tb − t)]

因此，第二项也是已知的，唯一未知的是第三项。第三项还可以分部积分化简为∫ tb

ta

(
1

2
ẏ2 − 1

2
y2 + f(t)y

)
dt =

1

2
yẏ

∣∣∣∣tb
ta

− 1

2

∫ tb

ta

[ÿ + y − f(t)] ydt+
1

2

∫ tb

ta

f(t)ydt

=
1

2

∫ tb

ta

f(t)ydt

因此

Scl = Sc +

∫ tb

ta

f(t)xcdt+
1

2

∫ tb

ta

f(t)ydt

求出第三项需要知道 ẍ+ x = f(t) 的一个特解 y(t)，满足 y(ta) = y(tb) = 0。为了求解它，我们利
用格林函数技巧。首先求解下述方程

G̈(t, s) +G(t, s) = δ(t− s), G(ta, s) = G(tb, s) = 0

其中 δ(t) 是著名的狄拉克 δ 函数。求出之后，可以代入地证明：

y(t) =

∫ ∞

−∞
G(t, s)f(s)ds

就是所求的 y(t)，并且满足所要求的边界条件。而且一般来说，对于非齐次的线性方程，一般会存在一
个格林函数 G(t, s)，使得非齐次的方程的解能够表示成

∫
G(t, s)f(s)ds。求出 G(t, s) 之后，作用量就

可以表示成：

Scl = Sc +

∫ tb

ta

f(t)xcdt+
1

2

∫ tb

ta

f(t)

∫ ∞

−∞
G(t, s)f(s)dsdt

请注意，我们研究的是粒子在时间区间 [ta, tb] 内的运动，换言之，f(t) 在 t > tb 或 t < ta 时是怎么样
的，根本不会影响我们所研究的问题，因此，上述积分中，虽然包含了

∫∞
−∞，而真正对结果会有影响仅
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仅是
∫ tb
ta
部分4

Scl = Sc +

∫ tb

ta

f(t)xcdt+
1

2

∫ tb

ta

∫ tb

ta

f(t)G(t, s)f(s)dsdt

因此问题就只剩下了求 G(t, s)，它已经被很多数学物理教程所求出，答案是5：

G(t, s) =


sin(t− tb) sin(s− ta)

sinT , t > s

sin(s− tb) sin(t− ta)

sinT , t < s

积分号是
∫ tb
ta

∫ tb
ta
，也就是说积分区域是有 t = ta, t = tb, s = ta, s = tb 围成的方形区域，由于 G(t, s)

的分段特点，可以把它以对角线分成两块，分别对应于 t > s 和 t < s，分别积分，如图 2 所示。

ta tb
s

ta

tb

t

t >s

t<s

图 2: 划分积分区域

整理积分的结果是

1

2

∫ tb

ta

∫ tb

ta

f(t)G(t, s)f(s)dsdt =
1

sinT

∫ tb

ta

∫ t

ta

f(t) sin(t− tb) sin(s− ta)f(s)dsdt

至此，各个未知的量已经求出，最后综合以上各个步骤，并且恢复 m,ω，可以得到 (3− 66) 式。

4我们也可以换个更数学的角度来理解它，定义一个新的力：

f̂(t) =

 f(t), t ∈ [ta, tb]

0,其他

在我们所研究的时间区间内，我们并没有办法区别究竟所受外力是 f(t) 还是 f̂(t)，因此必然有：

y(t) =

∫ ∞

−∞
G(t, s)f(s)ds

=

∫ ∞

−∞
G(t, s)f̂(s)ds

=

∫ tb

ta

G(t, s)f(s)ds

当然，这也意味着这样所求出来的 y(t) 的有效区间仅仅是 [ta, tb]。
5可以参考问题 7-8
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3.5.5 问题3-12

若一个谐振子的波函数（在 t = 0 时）是

ψ(x, 0) = exp
[
−mω

2ℏ
(x− a)2

]
(3− 67)

则应用式 (3− 42) 和问题 3-8 的结果证明：

ψ(x, T ) = exp
{
− iωT

2
− mω

2ℏ
[
x2 − 2axe−iωT + a2 cos(ωT )e−iωT

]}
(3− 68)

再找出几率分布 |ψ|2。
参考答案：
问题解决的思路很清晰，跟问题 3-4 类似，不外乎就是求积分∫ ∞

−∞
exp

[
−mω

2ℏ
(y − a)2

]
×
( mω

2πiℏ sinωT

)1/2
exp

{
imω

2ℏ sinωT
[
(x2 + y2) cosωT − 2xy

]}
dy

同样，为了减少变量，让 m = ω = ℏ = 1，那么积分简化为(
1

2πi sinT

)1/2

exp
(

ix2

2 tanT

)∫ ∞

−∞
exp

[
−1

2
(y − a)2 +

i

2 sinT
(
y2 cosT − 2xy

)]
dy

类似的积分我们在问题 3-7 已经做过了，为此，对虚指数部分配方，得到

i

2 sinT
(
y2 cosT − 2xy

)
=

i

2 tanT (x secT − y)
2 − ix2

sin 2T

所以积分可以转换为(
1

2πi sinT

)1/2

exp
(

ix2

2 tanT − ix2

sin 2T

)∫ ∞

−∞
exp

[
−1

2
(y − a)2 +

i

2 tanT (x secT − y)
2

]
dy

=

(
1

2πi sinT

)1/2

exp
(
− i tanT

2
x2
)∫ ∞

−∞
exp

[
i

2 tanT (x secT − y)
2 − 1

2
(y − a)2

]
dy

如果令 s = −i, t = tanT，则积分完全就是问题 3-7 中的样子了，直接根据问题 3-7 就可以得到结果√
2π tanT
tanT − i

exp i(x secT − a)2

2(tanT − i)

所以总的结果是(
1

2πi sinT

)1/2

exp
(
− i tanT

2
x2
)√

2π tanT
tanT − i

exp i(x secT − a)2

2(tanT − i)

=

√
1

cosT + i sinT exp
{
−1

2

[
x2 − 2axe−iT + a2 cosTe−iT

]}
(合并指数，分母实数化，整理)

= exp
{
− iT

2
− 1

2

[
x2 − 2axe−iT + a2 cosTe−iT

]}
恢复 m,ω, ℏ 后得到 (3− 68) 式。

要注意，(3− 67) 式是还没有归一化的，因而 (3− 68) 式也并没有归一化。对 (3− 67) 式归一化，
也就是给 ψ(x, 0) 乘上因子(∫ ∞

−∞
|ψ(x, 0)|2 dx

)−1/2

=

(∫ ∞

−∞
exp

[
−mω

ℏ
(x− a)2

]
dx

)−1/2

= 4

√
mω

ℏπ
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从而完整的 ψ(x, T ) 为

ψ(x, T ) = 4

√
mω

ℏπ
exp

{
− iωT

2
− mω

2ℏ
[
x2 − 2axe−iωT + a2 cos(ωT )e−iωT

]}
最后，要求的几率分布为

|ψ(x, T )|2 =
√
mω

ℏπ
exp

[
−mω

ℏ
(x− a cosωT )2

]
3.5.6 附：求 F (T ) 的方法

前面多次涉及到了求二次型拉氏量的传播子前面的因子 F (tb, ta)（被称为量子涨落因子），事实上，
对于任意的二次型拉氏量 L，这个问题已经完全得到解决，答案是：

K(b, a) =

(
1

2πiℏ

)D/2
√
− det

(
∂2Scl
∂xa∂xb

)
exp

(
i

ℏ
Scl

)

其中 D 是空间的维数，而 det
(

∂2Scl

∂xa∂xb

)
被称为 van Vleck-Pauli-Morette 行列式。用这个式子，可以快

速计算以上几个问题的 F (T )。此处不打算对这个结果进行证明。证明过程可以参考《路径积分与量子
物理导引：现代高等量子力学初步》，里边还有包含求涨落因子更多的技巧。

3.6 3-11用傅里叶级数对路径积分求值

3.6.1 问题3-13

保留所有常数，证明，这意味着，当 N 趋于无限大时，变换系数行列式 J 满足

J

(
π√
2

)(
2T

π2ϵ

)(N+1)/2
(

N∏
n=1

1

n

)
→ 1 当N → ∞ (3− 94)

参考答案：
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4 第四章量子力学的薛定谔描述

4.1 4-1薛定谔方程

4.1.1 问题4-1

证明：对于一个在三维势 V (x, t) 中运动的粒子，薛定谔方程是

−ℏ
i

∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ + V ψ (4− 13)

这个方程是薛定谔在 1925 年发现的，并且自那以后形成了量子力学发展的中心。
参考答案：
事实上，整个证明的框架在本节已经给出，从一维到三维的推广并没有本质上的困难。对应于 (4−3)

式，我们给出

ψ(x, t+ ϵ) =
1

B

∫ ∞

−∞
exp

[
i

ℏ
ϵL

(
x− y

ϵ
,
x+ y

2

)]
ψ(y, t)d3y

这里 x = (x1, x2, x3),y = (y1, y2, y3)，而 d3y 表示三重积分 dy1dy2dy3，积分区域是全空间。为了区别，
我们这里将常数改为 B。同样地，对于

L =
m

2
ẋ2 − V (x, t)

式 (4− 4) 对应于

ψ(x, t+ ϵ) =
1

B

∫ ∞

−∞
exp

[
i

ℏ
m(x− y)2

2ϵ

]
× exp

[
− i

ℏ
ϵV

(
x+ y

2
, t

)]
ψ(y, t)d3y

理由是一样的，作代换 y = x+ η，得到类似 (4− 5) 式：

ψ(x, t+ ϵ) =
1

B

∫ ∞

−∞
exp

(
imη2

2ℏϵ

)
× exp

[
− i

ℏ
ϵV
(
x+

η

2
, t
)]
ψ(x+ η, t)d3η

当 |η| 是
√
ϵℏ/m 量级时，第一个指数的相位改变为一弧度的量级，因此，积分的大部分贡献来源于这

个量级的 η。对 ψ 作展开，保留 ϵ 量级的项，结果类似 (4− 6) 式：

ψ(x, t) + ϵ
∂ψ

∂t
=

1

B

∫ ∞

−∞
exp

(
imη2

2ℏϵ

)
×
[
1− i

ℏ
ϵV (x, t)

] [
ψ(x, t) + (η · ∇)ψ +

1

2
(η · ∇)2ψ

]
d3η

对于主项 ∫ ∞

−∞
exp

(
imη2

2ℏϵ

)
d3η =

∫∫∫ ∞

−∞
exp

[
im(η21 + η22 + η23)

2ℏϵ

]
dη1dη2dη3 = A3

这也意味着 B = A3，事实上对于 D 维空间有 B = AD。而对于一次项：∫ ∞

−∞
exp

(
imη2

2ℏϵ

)
(η · ∇)ψd3η = 0 [对各分量展开分别积分即可，用到 (4-9)]
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接着是二次项：

(η · ∇)2 = η21
∂2

∂x21
+ η22

∂2

∂x22
+ η23

∂2

∂x23
+ 2η1η2

∂2

∂x1∂x2
+ 2η2η3

∂2

∂x2∂x3
+ 2η3η1

∂2

∂x3∂x1

可以证明： ∫∫ ∞

−∞
exp

[
im(η21 + η22 + η23)

2ℏϵ

]
ηiηjdηidηj = 0 (i, j = 1, 2, 3, i ̸= j)

所以 ∫ ∞

−∞
exp

(
imη2

2ℏϵ

)
(η · ∇)2ψd3η

=

∫∫∫ ∞

−∞
exp

(
imη2

2ℏϵ

)(
η21

∂2

∂x21
+ η22

∂2

∂x22
+ η23

∂2

∂x23

)
ψdη1dη2dη3

=
iℏ
m
A3ϵ∇2ψ

于是类似 (4− 11) 式，有

ψ + ϵ
∂ψ

∂t
= ψ − i

ℏ
ϵV ψ +

iℏϵ
2m

∇2ψ

约去 ψ，上式是对小 ϵ 的近似式，当 ϵ→ 0 时，上式是精确成立的，因此上式等价于微分方程

−ℏ
i

∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ + V ψ (4− 13)

这就是三维空间的薛定谔方程。

4.1.2 问题4-2

一个带电粒子在电磁场中，其拉格朗日量是

L =
m

2
ẋ2 +

e

c
ẋ ·A(x, t)− eϕ(x, t) (4− 17)

其中 ẋ 是速度矢量，e 是电荷，c 是光速，A 和 ϕ 是矢势和标势，证明：相应的薛定谔方程是：

−ℏ
i

∂ψ

∂t
=

1

2m

(
ℏ
i
∇− e

c
A

)
·
(
ℏ
i
∇− e

c
A

)
ψ + eϕψ (4− 18)

于是，哈密顿量是

H =
1

2m

(
ℏ
i
∇− e

c
A

)
·
(
ℏ
i
∇− e

c
A

)
+ eϕ (4− 19)

参考答案：
简单起见，我们令 e = c = ℏ = m = 1。模仿问题 4-1，我们有类似 (4− 4) 式：

ψ(x, t+ ϵ) =
1

A3

∫ ∞

−∞
exp

[
i(x− y)2

2ϵ

]
exp

[
i(x− y) ·A

(
x+ y

2
, t

)]
× exp

[
−iϵϕ

(
x+ y

2
, t

)]
ψ(y, t)d3y

作代换 y = x+ η，有

ψ(x, t+ ϵ) =
1

A3

∫ ∞

−∞
exp

(
iη2

2ϵ

)
exp

[
iη ·A

(
x+

η

2
, t
)]

× exp
[
−iϵϕ

(
x+

η

2
, t
)]
ψ(x+ η, t)d3η
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展开至 ϵ 的一阶项，这意味着对于 η 是展开至 |η|2，首先指出

η ·A
(
x+

η

2
, t
)
=η ·A+

1

2
(η ·∇)(η ·A)

完整的展开式是

ψ(x, t) + ϵ
∂ψ

∂t
=

1

A3

∫ ∞

−∞
exp

(
iη2

2ϵ

)
exp

[
iη ·A+

1

2
i(η ·∇)(η ·A)

]
× [1− iϵϕ (x, t)]

[
ψ + (η · ∇)ψ +

1

2
(η · ∇)

2
ψψ

]
d3η

这里的展开还没完全充分，其中 exp
[
1
2
i(η ·∇)(η ·A)

]
还可以展开为

1 +
1

2
i(η ·∇)(η ·A)

现在，紧接着的一个疑问就是：究竟哪些项该展开，那些项不该展开？为什么 exp (iη ·A) 不一起
展开为 1− iη ·A？这里读者要明确的是，展开的是 ϵ 的一阶项，也就是 |η|2 的二阶项，只有这个量级
的才能用于近似展开，而前面的 exp

(
iη2

2ϵ

)
和 exp (iη ·A) 项都不在这个量级中。

那么，完整的展开式应该是：

ψ(x, t) + ϵ
∂ψ

∂t
=

1

A3

∫ ∞

−∞
exp

(
iη2

2ϵ

)
exp (iη ·A)

×
[
1 + (η · ∇) +

1

2
(η · ∇)

2
+

1

2
i(η ·∇)(η ·A)− iϵϕ (x, t)

]
ψd3η

使用配方法，即设 η = ξ − ϵA，保留一阶项得

ψ(x, t) + ϵ
∂ψ

∂t
=

1

A3

∫ ∞

−∞
exp

(
iξ2

2ϵ

)
×
[
1 + ξ · ∇ − ϵA · ∇+

1

2
(ξ · ∇)

2

+
1

2
iϵA2 +

1

2
i(ξ ·∇)(ξ ·A)− iϵϕ (x, t)

]
ψd3ξ

用类似问题 4-1 所涉及的积分，可以逐步完成，结果是

ψ + ϵ
∂ψ

∂t
= ψ − ϵA · ∇ψ +

1

2
iϵ∇2ψ +

1

2
iϵA2ψ − 1

2
ϵ(∇ ·A)ψ − iϵϕψ

约去 ψ，上式是对小 ϵ 的近似式，当 ϵ→ 0 时，上式是精确成立的，因此上式等价于微分方程

i
∂ψ

∂t
= −1

2
∇2ψ − iA · ∇ψ − 1

2
i(∇ ·A)ψ − 1

2
A2ψ + ϕψ

注意到
2A · ∇+∇ ·A = ∇ ·A+A · ∇

因此，上述方程可以更加紧凑地写成

i
∂ψ

∂t
= −1

2
(∇− iA) (∇− iA)ψ + ϕψ

恢复量纲后可以写成 (4− 18)

−ℏ
i

∂ψ

∂t
=

1

2m

(
ℏ
i
∇− e

c
A

)
·
(
ℏ
i
∇− e

c
A

)
ψ + eϕψ (4− 18)
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4.1.3 问题4-3

将 ψ 中的每个 i 都换成 −i，就得到其复共轭函数 ψ∗，证明：ψ∗ 满足

ℏ
i

∂ψ∗

∂t
= (Hψ)∗ (4− 20)

参考答案：
其实这道题目很简单，复数具有性质 (z1z2)

∗ = z∗1z
∗
2。因此，对薛定谔方程 −ℏ

i
∂ψ
∂t

= Hψ 逐项取共
轭就得到 (4− 20) 式。

4.1.4 问题4-4

证明
∂2

∂x2
x = x

∂2

∂x2
+ 2

∂

∂x
(4− 22)

因此，对于式 (4− 15) 中的 H 有

Hx− xH = −ℏ2

m

∂

∂x
(4− 23)

参考答案：
这种题目只需要把它作用于任意函数 f：

∂2

∂x2
(xf) =

∂

∂x

(
f + x

∂

∂x
f

)
=
∂

∂x
f +

(
∂

∂x
f + x

∂2

∂x2
f

)
=2

∂

∂x
f + x

∂2

∂x2
f

那么，对于式 (4− 15) 的 H

H = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (4− 15)

有

Hx− xH =

(
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
x+ V x

)
−
(
− ℏ2

2m
x
∂2

∂x2
+ xV

)
=− ℏ2

2m

(
∂2

∂x2
x− x

∂2

∂x2

)
=− ℏ2

m

∂

∂x

4.1.5 问题4-5

使用关系

K(b, a) =

∫ ∞

−∞
K(b, c)K(c, a)dxc (4− 26)

以及 tc − ta = ϵ 是一无限小量，证明：若 tb 大于 ta，则传播子 K 满足

ℏ
i

∂

∂ta
K(b, a) = H∗

aK(b, a) (4− 27)

参考答案：
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首先对比式 (4− 27) 与问题 4-3 的式 (4− 20)，发现两者的方程式一样的。因此可以猜测，证明本
题的关键是找出哪里出现了“共轭”。

根据式 (4− 26)，我们有

K(xb, tb;xa, ta) =

∫ ∞

−∞
K(xb, tb;xc, tc)K(xc, tc;xa, ta)dxc

令 tc−ta = ϵ是一个无穷小量，那么传播子K(xc, tc;xa, ta)可以近似地正比于 exp
[
i
ℏϵL

(
xc−xa

ϵ
, xc+xa

2

)]
，

因此，上式近似为

K(xb, tb;xa, tc − ϵ) =
1

A

∫ ∞

−∞
K(xb, tb;xc, tc) exp

[
i

ℏ
ϵL

(
xc − xa

ϵ
,
xc + xa

2

)]
dxc

设 ε = −ϵ，那么

K(xb, tb;xa, tc + ε) =
1

A

∫ ∞

−∞
K(xb, tb;xc, tc) exp

[
− i

ℏ
εL

(
xc − xa

ε
,
xc + xa

2

)]
dxc

对比上式与式 (4 − 3)，就会发现，除了将 i 替换 −i 之外，两者的形式是一样的，因此，ψ(x, t) 与
K(xb, tb;xa, tc) 必然满足同样的方程（即薛定谔方程，其中 x 对应 xa，t 对应 tc，ϵ 对应于 ε），唯一
的区别就是将 i 换成 −i，用数学的语言，也就是取了共轭6。因此必然有

ℏ
i

∂

∂tc
K(xb, tb;xa, tc) = H∗

aK(xb, tb;xa, tc)

将 tc 换成 ta，结果依然成立，因此可以简写成

ℏ
i

∂

∂ta
K(b, a) = H∗

aK(b, a)

4.1.6 问题4-6

证明：当 tb → ta + 0 时，
K(b, a) → δ(xb − xa)

参考答案：
利用 (4− 2) 式：

ψ(xb, tb) =

∫ ∞

−∞
K(xb, tb;xa, ta)ψ(xa, ta)dxa (4− 2)

让 tb → ta + 0，即

ψ(xb, ta + 0) =

∫ ∞

−∞
K(xb, ta + 0;xa, ta)ψ(xa, ta)dxa

左端可以直接取极限得到 ψ(xb, ta)：

ψ(xb, ta) =

∫ ∞

−∞
K(xb, ta + 0;xa, ta)ψ(xa, ta)dxa

于是，积分的过程相当于将 ψ(xa, ta) 中的 xa 换成 xb，这跟 δ(xb − xa) 的作用是一样的，因此

K(xb, ta + 0;xa, ta) → δ(xb − xa)

6i 与 −i 都是 −1 的平方根，它们具有一样的性质，把任意含有 i 的等式中的 i 统一换成 −i，等式依然成立。
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4.1.7 问题4-7

证明： ∫
K∗(b, a)K(b, c)dxb = K∗(c, a)

参考答案：
首先，用 K(a, c) 乘以式 (4− 37) 再对 xc 积分：∫ ∞

−∞
K(xa, ta; c)

∫ ∞

−∞
K∗(b;x′a, ta)K(b;xa, ta)dxbdxa

=

∫ ∞

−∞
δ(x′a − xa)K(xa, ta; c)dxa = K(x′a, ta; c)

交换对 xb 和对 xa 积分的顺序，有∫ ∞

−∞
K(xa, ta; c)

∫ ∞

−∞
K∗(b;x′a, ta)K(b;xa, ta)dxbdxa

=

∫ ∞

−∞
K∗(b;x′a, ta)

∫ ∞

−∞
K(xa, ta; c)K(b;xa, ta)dxadxb

=

∫ ∞

−∞
K∗(b;x′a, ta)K(b, c)dxb

即 ∫ ∞

−∞
K∗(b;x′a, ta)K(b, c)dxb = K(x′a, ta; c)

将 x′a 换成 xa，即得 ∫
K∗(b, a)K(b, c)dxb = K(c, a)

此式即等价于 (4− 38)。对上式取共轭，得到所证式子。

4.2 4-2与时间无关的哈密顿量

4.2.1 问题4-8

由 H 是厄米的这一事实证明，E 是实数。[在式 (4− 30) 中选 f = g = ϕ。]
参考答案：
由式 (4− 42)

Hϕ = Eϕ (4− 42)

在两边同时乘以 ϕ∗，并对 x 进行全空间积分：

E

∫ ∞

−∞
ϕ∗ϕdx =

∫ ∞

−∞
ϕ∗Hϕdx

假定 ϕ 已经归一化了，那么
∫∞
−∞ ϕ∗ϕdx = 1，而 H 是厄米的，根据 (4− 30) 式：

E =

∫ ∞

−∞
ϕ∗Hϕdx =

∫ ∞

−∞
(Hϕ)∗ϕdx

这意味着 E∗ = E，所以 E 是一个实数。
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4.2.2 问题4-9

由 H 是厄米的这一事实证明，式 (4− 46) 成立。[在式 (4− 30) 中选 f = ϕ2, g = ϕ1。]
参考答案：

E2

∫ ∞

−∞
ϕ∗
1ϕ2dx =

∫ ∞

−∞
ϕ∗
1Hϕ2dx

=

∫ ∞

−∞
(Hϕ1)

∗ϕ2dx

=E1

∫ ∞

−∞
ϕ∗
1ϕ2dx

也就是

(E1 − E2)

∫ ∞

−∞
ϕ∗
1ϕ2dx = 0

其中 E1 ̸= E2，所以 ∫ ∞

−∞
ϕ∗
1ϕ2dx = 0

4.2.3 问题4-10

证明式 (4− 59) 中定义的 K(b, a) 满足薛定谔方程。
参考答案：
当 tb < ta 时，K(b, a) ≡ 0 显然满足；当 tb > ta 时：

HbK(b, a) =Hb

(
∞∑
n=1

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)e

−(i/ℏ)En(tb−ta)

)

=
∞∑
n=1

(Hbϕn(xb))ϕ
∗
n(xa)e

−(i/ℏ)En(tb−ta)

=

∞∑
n=1

Enϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)e

−(i/ℏ)En(tb−ta)

=− ℏ
i

∂

∂tb

∞∑
n=1

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)e

−(i/ℏ)En(tb−ta)

=− ℏ
i

∂

∂tb
K(b, a)

此即薛定谔方程 (4− 25)。但是仅仅 (4− 25) 式不能说明它是一个传播子，仅仅说明它是一个波函
数。为了证明它是传播子，还需要类似地验证式 (4− 27) 或 (4− 29)。

4.2.4 问题4-11

对于三维自由粒子，证明：解

ϕp(x) = exp
(
i

ℏ
p · x

)
(4− 60)

具有能量 Ep = p2/2m。把矢量 p 看作下标 n 并注意到正交性。即只要 p ̸= p′，便有∫
ϕ∗
p(x)ϕp′(x)d3x = 0, 即使Ep = Ep′ (4− 61)
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因此，自由粒子的传播子必然是

K0(xb, tb;xa, ta) =
∑
p

exp
[
i

ℏ
p · (xb − xa)−

ip2

2mℏ
(tb − ta)

]
(4− 62)

因为 p 是分布在一个连续的区域中的，所以遍及“记号”p 的求和实际上等价于遍及 p 的所有值的积分，
即 ∑

p

( ) =

∫
( )

d3p

(2πℏ)3
(4− 63)

这样，我们找到了由下式给出的自由粒子传播子：

K0(xb, tb;xa, ta) =

∫
exp

[
i

ℏ
p · (xb − xa)−

ip2

2mℏ
(tb − ta)

]
d3p

(2πℏ)3
(4− 64)

参考答案：
从 (4− 60) 出发，根据 Hϕ = Eϕ 以及自由粒子 H = − ℏ2

2m
∇2，可以算得

Hϕp(x) =− ℏ2

2m
∇2ϕp(x)

=− ℏ2

2m

(
−p2

ℏ2

)
exp

(
i

ℏ
p · x

)
=

p2

2m
ϕp(x)

所以 Ep = p2/2m。至于正交性，那是因为∫ ∞

−∞
ϕ∗
p(x)ϕp′(x)d3x =

∫ ∞

−∞
exp

[
i

ℏ
(p′ − p) · x

]
d3x = 0

最后一步积分是因为狄拉克函数 δ(p) 的积分表达式：

1

2π

∫ ∞

−∞
exp (p · x) d3x = δ(p)

最后根据式 (4−59)，就可以写出

K0(xb, tb;xa, ta) =
∑
p

ϕp(xb)ϕ
∗
p(xa)e

−(i/ℏ)Ep(tb−ta)

=
∑
p

exp
[
i

ℏ
p · (xb − xa)−

ip2

2mℏ
(tb − ta)

]
严格来说，此式仅仅是“正比于”，而不是相等，因为还缺少归一化因子。现在，由于 p 是连续分布的，那
么可以用积分代替求和，也就是

∑
p ( ) =

∫
( ) d3p

(2πℏ)3，其中因子
1

(2πℏ)3 是由归一化要求事后确定的
（见问题 4-12）。所以结果是

K0(xb, tb;xa, ta) =

∫
exp

[
i

ℏ
p · (xb − xa)−

ip2

2mℏ
(tb − ta)

]
d3p

(2πℏ)3
(4− 64)

4.2.5 问题4-12

通过配平方来完成积分 (4− 64)。证明会得到自由例子传播子的形式 [即式 (3− 3) 的三维形式]。
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参考答案：
将 (4− 64) 配平方，得到

K0(xb, tb;xa, ta) =

∫
exp

[
− i (tb − ta)

2mℏ

(
p−m

xb − xa
tb − ta

)2

+
im

2ℏ
(xb − xa)

2

tb − ta

]
d3p

(2πℏ)3

=

[
2πmℏ

i(tb − ta)

]3/2
exp

[
im

2ℏ
(xb − xa)

2

tb − ta

]
× 1

(2πℏ)3

=

[
m

2πiℏ(tb − ta)

]3/2
exp

[
im

2ℏ
(xb − xa)

2

tb − ta

]
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5 第五章测量与算符

5.1 5-1动量表象

5.1.1 问题5-1

考虑任何一个用经典近似方法来设计的测量动量的实验装置，例如磁场分析仪。用前面概括的方法
分析仪器，证明会得到动量几率幅的同样结果。

参考答案：
本人并不擅长于实验，因此此问题留到以后再作补充。

5.1.2 问题5-2

如果我们定义

K(xb, Eb;xa, Ea) =

∫∫
exp

(
i

ℏ
Ebtb

)
K(xb, tb;xa, ta) exp

(
− i

ℏ
Eata

)
dtadtb (5− 20)

用来仅变换时间变量而不变换空间变量，则请证明：对于哈密顿量 H 与时间无关的系统，有

K(xb, Eb;xa, Ea) = 2πℏ2iδ(Eb − Ea)
∑
n

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)

Ea − En + iϵ
(5− 21)

其中 ϕn 和 En 是 H 的本征函数和本征值。
参考答案：
将式 (4− 59) 代入上述定义中，我们有：

K(xb, Eb;xa, Ea) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

ta

∑
n

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa) exp

[
− i

ℏ
En(tb − ta) +

i

ℏ
Ebtb −

i

ℏ
Eata

]
dtbdta

=
∑
n

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

ta

exp
[
− i

ℏ
En(tb − ta) +

i

ℏ
Ebtb −

i

ℏ
Eata

]
dtbdta

要注意式 (4−59)给出的 K(xb, tb;xa, ta)在 tb < ta 时为 0，所以上式的积分区间为
∫∞
−∞

∫∞
ta
dtbdta。如

下图所示，积分区域是直线 tb = ta 的上半部分。

0
ta

0t b
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因此，求积分的较好办法是作坐标变换 ξ = 1
2
(tb− ta), η = 1

2
(tb+ ta)，即 tb = η+ ξ, ta = η− ξ，雅

可比行列式为

∣∣∣∣∣1 −1

1 1

∣∣∣∣∣ = 2，积分变为 2
∫∞
−∞

∫∞
0
dξdη，即

∫ ∞

−∞

∫ ∞

ta

exp
[
− i

ℏ
En(tb − ta) +

i

ℏ
Ebtb −

i

ℏ
Eata

]
dtbdta

=2

∫ ∞

−∞
exp

[
i

ℏ
(Eb − Ea) η

]
dη

∫ ∞

0

exp
[
i

ℏ
(Eb + Ea − 2En) ξ

]
dξ

第一个积分就是 2πδ
[
1
ℏ (Eb − Ea)

]
= 2πℏδ (Eb − Ea)，第二个积分，类似式 (5− 17)，是

iℏ
Eb + Ea − 2En + iϵ

(ϵ→ 0)

所以总的结果是

4πℏ2iδ(Eb − Ea)
∑
n

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)

Eb + Ea − 2En + iϵ

注意到这里出现了 δ(Eb − Ea)，这意味着上述结果仅当 Eb = Ea 时不为 0，也就是说非零的部分仅仅
是 Eb = Ea 的部分，那么将分母中的 Eb 换成 Ea，结果是一样的，因此上述答案等价于

2πℏ2iδ(Eb − Ea)
∑
n

ϕn(xb)ϕ
∗
n(xa)

Ea − En + iϵ

当然，如果你偏爱对称性，那么可以坚持 Eb + Ea 的形式。

5.2 5-2量子力学变量的测量

5.2.1 问题5-3

假设波函数为 f(x) 的粒子出于任何处的几率∫ ∞

−∞
f∗(x)f(x)dx

已经归一化为 1。在这个约束下证明，f(x) = g(x) 的状态具有性质 G 的几率最高。
参考答案：
假设 g(x) 也已经归一化，那么，根据施瓦兹不等式：∣∣∣∣∫ ∞

−∞
g∗(x)f(x)dx

∣∣∣∣2 ≤ ∫ ∞

−∞
g∗(x)g(x)dx

∫ ∞

−∞
f∗(x)f(x)dx = 1

不等式左边正是 f(x) 具有性质 G 的几率，当 f(x) = ±g(x) 时取到等号，即此时几率最大。证毕。

如果读者不了解这个施瓦兹不等式，那么这里给出一个简单的证明。考虑关于 t 的二次方程∫ ∞

−∞

(
|g(x)|t− |f(x)|

)2
dx = 0

显式地展开即 (∫ ∞

−∞
g∗gdx

)
t2 − 2

(∫ ∞

−∞
|gf |dx

)
t+

(∫ ∞

−∞
f∗fdx

)
= 0
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由于等号左端式子明显大于等于 0，因此作为 t 的二次方程，它至多有一个根，也就是对应
的判别式 ∆ ≤ 0： (

2

∫ ∞

−∞
|gf |dx

)2

≤ 4

(∫ ∞

−∞
g∗gdx

)(∫ ∞

−∞
f∗fdx

)
而显然 (∫ ∞

−∞
|gf |dx

)2

=

(∫ ∞

−∞
|g∗f |dx

)2

≥
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
g∗fdx

∣∣∣∣2
化简即得施瓦兹不等式。

5.2.2 问题5-4

假设在 ta 时刻系统的波函数是 ψ(x)。再假设 tb ≥ t ≥ ta 间隔内，系统运动的性质由传播子
K(xb, tb;xa, ta) 描述。证明：在 tb 时刻发现，系统处于 χ(x) 态的概率由下面积分的模方给出：∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
χ∗(xb)K(xb, tb;xa, ta)ψ(xa)dxadxb

我们称这个积分为由 ψ(x) 态到 χ(x) 态的跃迁几率幅。
参考答案：
由式 (3− 42)，有

ψ(xb) =

∫ ∞

−∞
K(xb, tb;xa, ta)ψ(xa)dxa

再由式 (5− 31)，所求几率幅为∫ ∞

−∞
χ∗(xb)ψ(xb)dxb =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
χ∗(xb)K(xb, tb;xa, ta)ψ(xa)dxadxb

概率即由上式的模方给出。

5.2.3 问题5-5

假设函数 f(x, y, z, . . . ) 可以表示为

f(x, y, z, . . . ) =
∑
a

∑
b

∑
c

. . . F ′
a,b,c,...χa,b,c,...(x, y, z, . . . ) (5− 38)

把此式代入式 (5− 36)，再用式 (5− 35) 定义的 χ 的正交性证明，F ′
a,b,c,... = Fa,b,c,...

参考答案：
首先需要指出的是，原书中指出式 (5− 37) 是式 (5− 36) 的逆变换，是考虑了离散系数的可能性，

但是式 (5− 35) 要对应地作一下修改。将式 (5− 36) 代入到式 (5− 37)，交换求和号和积分号，得到

f(x, y, z, . . . ) =

∫ ∞

−∞
. . .

[∑
a

∑
b

∑
c

. . . χ∗
a,b,c,...(x

′, y′, z′, . . . )χa,b,c,...(x, y, z, . . . )

]
f(x′, y′, z′, . . . )dx′dy′dz′ . . .

这意味着有类似式 (4− 52) 的结果∑
a

∑
b

∑
c

. . . χ∗
a,b,c,...(x

′, y′, z′, . . . )χa,b,c,...(x
′, y′, z′, . . . ) = δ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′) . . .
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或者反过来，将式 (5− 37) 代入到式 (5− 36)，交换求和号和积分号，得到

Fa,b,c,... =
∑
a′

∑
b′

∑
c′

[∫ ∞

−∞
χ∗
a,b,c,...(x, y, z, . . . )χa′,b′,c′,...(x, y, z, . . . )dxdydz . . .

]
Fa′,b′,c′,...

这意味着∫ ∞

−∞
χ∗
a,b,c,...(x, y, z, . . . )χa′,b′,c′,...(x, y, z, . . . )dxdydz · · · = δ̂(a− a′)δ̂(b− b′)δ̂(c− c′) . . .

这才是正确的式 (5− 35) 的替代式。这里的 δ̂(x) 是本习题解答定义的，为

δ̂(x) =

 1, x = 0

0, x ̸= 0

是 δ(x) 的离散版本，满足
f(0) =

∑
n

δ̂(n)f(n)

现在可以来解决问题 5-5，将式 (5− 38) 代入式 (5− 36)，得到

Fa,b,c,... =

∫ ∞

−∞
χ∗
a,b,c,...

∑
a′

∑
b′

∑
c′

. . . F ′
a′,b′,c′,...χa′,b′,c′,...(x, y, z, . . . )dxdydz . . .

=
∑
a′

∑
b′

∑
c′

. . .

[∫ ∞

−∞
χ∗
a,b,c,...(x, y, z, . . . )χa′,b′,c′,...(x, y, z, . . . )dxdydz . . .

]
F ′
a′,b′,c′,...

=
∑
a′

∑
b′

∑
c′

. . . δ̂(a− a′)δ̂(b− b′)δ̂(c− c′)F ′
a′,b′,c′,...

=F ′
a,b,c,...

证毕。

5.2.4 问题5-6

假设 A、B、C 是动量的三个笛卡尔分量 px、py、pz。函数 χa,b,c(x, y, z) 该有什么形式？使用节
5− 2 的结果证明得到节 5− 1 得到的关系式。

参考答案：
根据本节所讨论的要点，关键是要找出具有恒定动量 p = (a, b, c) 的波函数形式 χa,b,c(x, y, z)。7而

我们已经知道，具有确定动量 p 的波函数为8

exp
(
i

ℏ
p · x

)
上式事实上还没有归一化，因为按照式 (5− 35) 的归一化要求，应当有

χa,b,c(x, y, z) =
1

(2πℏ)3/2
exp

(
i

ℏ
p · x

)
7即具有动量 p 的粒子一定具有 χa,b,c(x, y, z) 形式的波函数。请反复咀嚼本节的“多变量的测量”部分第三段。
8因为 p = ℏω，所以 exp(ω · x) = exp

(
i
ℏp · x

)
。

科学空间：http://spaces.ac.cn Page 40 of 107



《量子力学与路径积分》习题解答 V0.5 5 第五章测量与算符

这时候，从空间表象到动量表象的变换是

ϕ(p) =
1

(2πℏ)3/2

∫ ∞

−∞
ϕ(x) exp

(
− i

ℏ
p · x

)
d3x

逆变换是

ϕ(x) =
1

(2πℏ)3/2

∫ ∞

−∞
ϕ(p) exp

(
i

ℏ
p · x

)
d3p

这个形式跟 5− 1 得到的关系式 (5− 6) 和 (5− 8) 相差一个常数因子，这是由于式 (5− 6) 和式 (5− 8)

并没有完成归一化要求。

5.2.5 问题5-7

假设 A、B、C、... 表象既不是坐标表象，也不是动量表象，而是表示系统状态的第三种方式。设
已知函数 χa,b,c,...(x, y, z, . . . )，它允许我们在坐标表象和 A、B、C、... 表象之间来回变换。再设我们
已知在坐标表象和动量表象之间来回变换所必须的变换函数，求在动量表象与 A、B、C、... 表象之间
变换所必要的函数。

参考答案：
很明显，从动量表象到 A、B、C、... 表象的变换，需要通过下面的途径迂回进行

动量表象 → 坐标表象 → A、B、C、... 表象

以三维情况为例，从动量表象到坐标表象的变换为

ϕ(x) =
1

(2πℏ)3/2

∫ ∞

−∞
ϕ(p) exp

(
i

ℏ
p · x

)
d3p

然后从坐标表象到 A、B、C 表象的变换为

ϕ(a, b, c) =

∫ ∞

−∞
χ∗
a,b,c(x, y, z)ϕ(x)d

3x

=

∫ ∞

−∞

[
1

(2πℏ)3/2

∫ ∞

−∞
χa,b,c(x, y, z) exp

(
− i

ℏ
p · x

)
d3x

]∗
ϕ(p)d3p

所以，所必须的变换函数是

1

(2πℏ)3/2

∫ ∞

−∞
χa,b,c(x, y, z) exp

(
− i

ℏ
p · x

)
d3x

即等价于先对变换函数作中间表象的变换。

5.3 5-3算符

5.3.1 问题5-8

注意，式 (5− 44) 意味着 G∗
A(x, x

′) = GA(x
′, x)。记住这点，证明对于任何两个当 x→ ∞ 时趋近

于零的波函数 f(x) 和 g(x)，有∫ ∞

−∞
g∗(x)A f(x)dx =

∫ ∞

−∞
[A g(x)]∗f(x)dx (5− 47)
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任何一个使式 (5− 47) 成立的算符，如 A，称为厄米算符【参看式 (4− 30)】。
参考答案：

∫ ∞

−∞
g∗(x)A f(x)dx =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g∗(x)GA(x, x

′)f(x′)dx′dx

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g∗(x)G∗

A(x
′, x)f(x′)dx′dx [因为G∗

A(x, x
′) = GA(x

′, x)]

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
g(x′)GA(x, x

′)dx′
)∗

f(x)dx (交换 x, x′ 记号和积分次序)

=

∫ ∞

−∞
[A g(x)]∗f(x′)dx′

=

∫ ∞

−∞
[A g(x)]∗f(x)dx

5.3.2 问题5-9

空间表象与动量表象之间的变换函数是

χa,b,c(x) = exp
(
i

ℏ
p · x

)
(5− 48)

（参看问题 5-6）。把物理量 A 选为动量的 x 分量 px。证明，函数 GA 是

Gpx(x,x
′) =

ℏ
i
δ′(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′) (5− 49)

其中 δ′(x) = dδ(x)/dx。用这个结果决定相应于动量 x 分量的算符，并证明，这个算符的期望值可以写
为

⟨px⟩ =
∫ ∞

−∞
f∗(x)

h

i

∂

∂x
f(x)d3x (5− 50)

参考答案：
由式 (5− 44) 的连续版本和问题 5-6 得

Gpx(x,x
′) =

1

(2πℏ)3

∫ ∞

−∞
px exp

[
i

ℏ
p · (x− x′)

]
d3p

=
1

(2πℏ)3

(
ℏ
i

∂

∂x

)∫ ∞

−∞
px exp

[
i

ℏ
p · (x− x′)

]
d3p

=
ℏ
i

∂

∂x
δ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′)

这正是式 (5− 49)。所以

⟨px⟩ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f∗(x)

ℏ
i

∂

∂x
δ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′)f(x′)dx′dx

=

∫ ∞

−∞
f∗(x)

ℏ
i

∂

∂x
f(x)dx
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5.3.3 问题5-10

设量 A 相应于位置的 x 坐标。证明，当函数 GA 取为

Gx(x,x
′) = xδ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′) (5− 51)

时，才能得到 x 平均值的正确公式。而相应 x 的算符就是直接乘 x，即

X f(x) = xf(x) (5− 52)

参考答案：
很明显，由于没有进行表象变换，因此概率直接就是

⟨x⟩ =
∫ ∞

−∞
xf∗(x)f(x)d3x

这等价于在式 (5− 46) 中取

GA(x,x
′) = xδ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′)

对应的算符就是直接乘以 x，即
X f(x) = xf(x)

5.3.4 问题5-11

证明节 5-2 讨论过的波函数 χa,b,c,... 被算符 A 作用时呈现极简单的性质，即

A χa,b,c,...(x) = aχa,b,c,...(x) (5− 53)

参考答案：

A χa,b,c,...(x) =

∫ ∞

−∞
GA(x, x

′)χa,b,c,...(x
′)dx′

=

∫ ∞

−∞

[∑
a′

∑
b′

∑
c′

. . . a′χa′,b′,c′,...(x)χ
∗
a′,b′,c′,...(x

′)

]
χa,b,c,...(x

′)dx′

=
∑
a′

∑
b′

∑
c′

. . .

[∫ ∞

−∞
χ∗
a′,b′,c′,...(x

′)χa,b,c,...(x
′)dx′

]
a′χa′,b′,c′,...(x)

=
∑
a′

∑
b′

∑
c′

. . . δ̂(a− a′)δ̂(b− b′)δ̂(c− c′)a′χa′,b′,c′,...(x)

=aχa,b,c,...(x)

其中 δ̂(x) 参考问题 5-5。

5.3.5 问题5-12

证明位置的 x 坐标和动量的 x 分量不是同时可测量的物理量。
参考答案：
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位置的 x 坐标和动量的 x 分量对应的算符分别是 x 和 ℏ
i
∂
∂x
，为了证明它们不能同时测量，只需证

明它们两个是不对易的，即
ℏ
i

∂

∂x
[xf(x)]− x

ℏ
i

∂

∂x
f(x) =

ℏ
i
f(x)

即
ℏ
i

∂

∂x
x− x

ℏ
i

∂

∂x
=

ℏ
i
̸= 0

5.3.6 问题5-13

讨论把 ϕn(x) 解释为节 5-2 中的函数 χa,b,c...(x) 的可能性。也就是说，ϕn(x) 是从 x 表象到用 n

标记的表象（能量表象）的变换函数。
参考答案：
在第四章我们已经证明了式 (4− 52)，它类似式 (5− 35)，这已经表明 ϕn(x) 可以作为一类变换函

数。至于它的物理意义，我们回顾 ϕn(x) 的定义，可以发现，它是由分离变量法而来，参数 En 的物理
意义是能量，即 ϕn(x) 是具有确定能量 En 的波函数。因此，ϕn(x) 可以作用从 x 表象到能量表象的变
换函数。当然，由于只有一个下标 n，那么该结论只适用于一维情形。
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6 第六章量子力学的微扰方法

6.1 6-1微扰展开

6.1.1 问题6-1

假设可以把势写为 U +V，其中 V 是小量而 U 是大量。进一步假设只在势 U 中运动的传播子可以
算出来（例如，U 可以是 x 的二次项而且与时间无关）。证明，在整个势 U + V 中的运动由式 (6− 4)、
(6− 11)、(6− 13)、(6− 14) 描述，不过要用 KU 来代替 K0，其中 KU 是只在势 U 中运动的传播子。
于是可以把 V 看成是势 U 的微扰。我们可以说，−(i/ℏ)V 是势的微扰部分散射的几率幅（每单位体积
和每单位时间）。KU 是系统在无微扰势 U 中运动的几率幅。

参考答案：
本题不过是重复 93 页到 96 页的式 (6− 3) ∼ (6− 16) 的推导，只需用 KU 来代替 K0，并没有什

么值得重复演算的地方，因此这里就不给出详细解答了。
正确的答案显然是

KU+V (b, a) = KU (b, a) +K
(1)
U (b, a) +K

(2)
U (b, a) + . . .

其中（给出 V (xc, tc) = V (c)）

KU (b, a) =

∫ b

a

exp
{
i

ℏ

∫ tb

ta

[m
2
ẋ2 + U(x, t)

]
dt

}
Dx(t)

K
(1)
U (b, a) =− i

ℏ

∫ tb

ta

∫ ∞

−∞
KU (b, c)V (c)KU (c, a)dxcdtc

K
(2)
U (b, a) =

(
− i

ℏ

)2 ∫∫
KU (b, c)V (c)KU (c, d)V (d)KU (d, a)dτcdτd

. . .

其中根据原书中约定，dτ = dxdt。

6.1.2 问题6-2

设一个系统由两个粒子组成，它们只通过势 V (x, y, t) 相互作用；其中 x 表示第一个粒子的坐标，
而 y 表示第二个粒子的坐标 [参看节 3-8 和式 (3− 75)]。除了这个相互作用外，粒子不再受任何相互作
用。若 V 是零，则 K 就是两个自由粒子传播子的乘积。应用这个事实，建立 KV (xb, yb, tb;xa, ya, ta)

的微扰展开式。用什么物理推理规则可以描述这个展开式中的各项？
参考答案：
记 KV (xb, yb, tb;xa, ya, ta) = KV (b, a)，则有

KV (b, a) = K0(b, a) +K
(1)
0 (b, a) +K

(2)
0 (b, a) + . . .
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其中（给出 V (xc, yc, tc) = V (c)）

K0(b, a) =

∫ xb

xa

exp
(
i

ℏ

∫ tb

ta

m

2
ẋ2dt

)
Dx(t)

∫ yb

ya

exp
(
i

ℏ

∫ tb

ta

M

2
ẏ2dt

)
Dy(t)

K
(1)
0 (b, a) =− i

ℏ

∫ tb

ta

∫∫ ∞

−∞
K0(b, c)V (c)K0(c, a)dxcdycdtc

K
(2)
0 (b, a) =

(
− i

ℏ

)2 ∫∫
K0(b, c)V (c)K0(c, d)V (d)K0(d, a)dτcdτd

. . .

而这里 dτ = dxdydt。
倘若把相互作用 V 想象为某种“碰撞”，那么上式的各项可以形象地描述如下：KV 是粒子 1 从

(xa, ta) 运动到 (xb, tb)、且粒子 2 从 (ya, ta) 运动到 (yb, tb) 的所有可能方式的和。这些可能的方式是

1. 两个粒子分别自由地运动到终点，互不影响；

2. 两个粒子开始自由运动，然后在运动过程中碰撞一次，碰撞后自由运动到终点；

3. 两个粒子开始自由运动，然后在运动过程中碰撞一次，碰撞后自由运动一段时间，又碰
撞了一次，然后才自由运动到终点；

4. 两个粒子在此过程中碰撞了三次；

5. ...

6.2 6-2KV 的积分方程

6.2.1 问题6-3

对于自由粒子，式 (4− 29) 化成

−ℏ
i

∂

∂tb
K0(b, a) +

ℏ2

2m

∂2

∂x2b
K0(b, a) = iℏδ(tb − ta)δ(xb − xa) (6− 20)

由此结果和式 (6− 19) 证明，传播子 KV 满足微分方程

− ℏ
i

∂

∂tb
KV (b, a) +

ℏ2

2m

∂2

∂x2b
KV (b, a) + V (b)KV (b, a)

=iℏδ(tb − ta)δ(xb − xa)

(6− 21)

参考答案：
通过直接对式 (6− 19) 求 tb 的偏导数，并且代入式 (6− 20) 的结果即得
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−ℏ
i

∂

∂tb
KV (b, a) =− ℏ

i

∂

∂tb
K0(b, a) +

∫
∂

∂tb
K0(b, c)V (c)KV (c, a)dτc

=− ℏ2

2m

∂2

∂x2b
K0(b, a) + iℏδ(tb − ta)δ(xb − xa)

− i

ℏ

∫ [
− ℏ2

2m

∂2

∂x2b
K0(b, a) + iℏδ(tb − ta)δ(xb − xa)

]
V (c)KV (c, a)dτc

=iℏδ(tb − ta)δ(xb − xa)−
ℏ2

2m

∂2

∂x2b

[
K0(b, a)−

i

ℏ

∫
K0(b, c)V (c)KV (c, a)dτc

]
+

∫
δ(tb − ta)δ(xb − xa)V (c)KV (c, a)dτc

=− ℏ2

2m

∂2

∂x2b
KV (b, a) + V (b)KV (b, a) + iℏδ(tb − ta)δ(xb − xa)

6.3 6-3波函数展开

6.3.1 问题6-4

应用与研究式 (6− 19) 时相类似的论述证明，波函数 ψ(b) 满足积分方程

ψ(b) = ϕ(b)− i

ℏ

∫
K0(b, c)V (c)ψ(c)dτc (6− 26)

这个积分方程等价于薛定谔方程

−ℏ
i

∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ + V ψ (6− 27)

仅对一维情形，说明如何从积分方程推出薛定谔方程。
参考答案：
将级数 (6− 25) 改写成

ψ(b) = ϕ(b)− i

ℏ

∫
K0(b, c)V (c)

[
ϕ(c)− i

ℏ

∫
K0(c, d)V (d)K0(d, a)dτd + . . .

]
dτc

方括号内的式子跟级数 (6− 25) 形式上相同，事实上，它就是 ψ(c) 的表达式，因此

ψ(b) = ϕ(b)− i

ℏ

∫
K0(b, c)V (c)ψ(c)dτc

其中 ϕ(b) 即为自由粒子的波函数。
通过直接对式 (6− 26) 求 tb 的偏导数，并且代入式 (6− 20) 的结果即得

−ℏ
i

∂

∂tb
ψ(b) =− ℏ

i

∂

∂tb
ϕ(b) +

∫
∂

∂tb
K0(b, c)V (c)ψ(c)dτc

=− ℏ2

2m

∂2

∂x2b
ϕ(b)− i

ℏ

∫ [
− ℏ2

2m

∂2

∂x2b
K0(b, a) + iℏδ(tb − ta)δ(xb − xa)

]
V (c)ψ(c)dτc

=− ℏ2

2m

∂2

∂x2b

[
ϕ(b) +

∫
K0(b, c)V (c)ψ(c)dτc

]
+

∫
δ(tb − ta)δ(xb − xa)V (c)ψ(c)dτc

=− ℏ2

2m

∂2

∂x2b
ψ(b) + V (b)ψ(b)

直接利用式 (6− 21) 以及波函数的定义式 (6− 22) 也可以证明。
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6.4 6-4电子散射

6.4.1 问题6-5

式 (6− 28) 对 tc 的积分可以用固定相位的方法来近似。研究此方法对这个积分的应用证明，积分
的大部分贡献来自接近区域 tc = ra/u 的 tc 值，要是电子以经典方式运动，经过这段时间 (ra/u)，它
会到达原子中心。

参考答案：

K(1)(b, a) =− i

ℏ

∫∫ T

0

(
m

2πiℏ(T − tc)

)3/2

exp
{
im|xb − xc|2

2ℏ(T − tc)

}
× V (xc)

(
m

2πiℏtc

)3/2

exp
{
im|xc − xa|2

2ℏtc

}
dtcd

3xc

(6− 28)

的被积函数的指数部分为

exp
{
i

(
b

T − tc
+
a

tc

)}
其中 b = m|xb − xc|2/2ℏ, a = m|xc − xa|2/2ℏ，容易看到，当 t → 0 或 t → T 时，上述函数是
高速振荡的，所以积分的主要贡献来自于低频部分，即 b

T−tc + a
tc
取最小值时。而取最小值的条件是

tc =
T
√
a√

b+
√
a
= TRca

Rbc+Rca
，将此结果代入被积函数，并且乘以 T，得到近似结果：

K(1)(b, a) ≈ −A i
ℏ

( m

2πiℏT

)3
T

∫ [(
1 +

Rbc
Rca

)(
1 +

Rca
Rbc

)]3/2
× exp

{
im(Rbc +Rca)

2

2ℏT

}
V (xc)d

3xc

其中 A 是一个常数。可见，通过固定相位法，我们已经正确地确定了积分结果的指数函数部分，这正
是对 xc 的积分中重要的部分。当然，由于是固定相位近似，我们不期望能够得到完全精确的结果。

通过对近似结果事后分析，我们可以得到近似的有效区域。当指数部分 exp
{
im(Rbc+Rca)

2

2ℏT

}
的相位

越小时，即振动频率越低时，近似程度越好。因此，可以期望，上述近似的有效区域为

m(Rbc +Rca)
2

2ℏT
∼ 1

时。可以验证，在这个区域中，它跟式 (6− 29) 是近似的，相差一个量级为 1 的因子。

6.4.2 问题6-6

设势是中心力势，因而 V (x) = V (r)，r = |x|。证明，v(p̆) 可以写为

v(p̆) = v(p̆) =
4πℏ
p̆

∫ ∞

0

(
sin p̆r

ℏ

)
V (r)rdr (6− 45)

设 V (r) 是库仑势 −Ze2/r。在此情况下，v(p̆) 的积分在上限振荡。但是可以先引进因子 exp(−ϵr)，然
后再取当 ϵ → 0 时结果的极限，这样人为地使积分收敛了。按照这样计算，证明截面对应于卢瑟福截
面：

dσRuth

dΩ
=

4m2Z2e4

p̆4
=

Z2e4

16(mu2/2) sin4(θ/2)
(6− 46)
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其中
e =电子电荷

p̆ = |p̆| = 2p sin(θ/2) = 2mu sin(θ/2)

θ =矢量ia和ib之间的夹角

参考答案：
显然，由于球对称性，我们会考虑使用球坐标变换：

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

其积分测度变换为 r2 sin θdrdθdφ，因此式 (6− 39) 变为∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ exp
[
i

ℏ
(p̆xr sin θ cosφ+ p̆yr sin θ sinφ+ p̆zr cos θ)

]
V (r)r2 sin θ

我们要做的是先把对 θ 和 φ 的积分算出来，但看上去并不容易。然而，我们留意到，如果 px = py = 0，
只留下 pz，那么积分是容易的：∫ ∞

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ exp
(
i

ℏ
p̆zr cos θ

)
V (r)r2 sin θ

=

∫ ∞

0

dr
2πℏ
ip̆zr

(eipzr/ℏ − e−ip̆zr/ℏ)V (r)r2

=
4πℏ
p̆z

∫ ∞

0

sin
(
p̆zr

ℏ

)
V (r)rdr

对于一般的 p̆，可以通过正交变换来简化。对于势 V (r)，式 (6− 39) 用矩阵记号来表示为

v(p̆) =

∫
exp

(
i

ℏ
p̆Tx

)
V
(√

xTx
)
d3x

设 x = Ux′,p = Up′，U 是一个正交矩阵（满足 UTU = I），在正交变换下，模长、点积和积分元都
保持不变9，因此

v(p̆) =

∫
exp

(
i

ℏ
p̆′Tx′

)
V (

√
x′Tx′)d3x′

总可以选择适当的 U（这等价于使用不同的直角坐标系），使得 p′ = (0, 0, p̆)，此时变换为开头所说的
简单情况，只要将 pz 换为 p̆ 就行了。因此一般地

v(p̆) =
4πℏ
p̆

∫ ∞

0

(
sin p̆r

ℏ

)
V (r)rdr

进一步地，应用于库仑势 V (r) = −Ze2/r，有

v(p̆) = −4πℏZe2

p̆

∫ ∞

0

(
sin p̆r

ℏ

)
dr

9正交变换相当于把坐标系作了一下旋转，并没有改变向量的长度和相对位置。
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我们已经碰到过这类积分，它只不过是式 (5 − 15) 的虚部而已。我们也知道怎么处理它，也就是先引
进因子 exp(−ϵr)，然后再取当 ϵ→ 0 时结果的极限。结果在式 (5− 16) 已经给出，在那里答案是 1/ω，
对应这里，则是 ℏ/p̆，所以

v(p̆) = −4πℏ2Ze2

p̆2

代入式 (6− 44) 得到
dσRuth

dΩ
=

4m2Z2e4

p̆4

而
p̆2 =|pa − pb|2

=p2
a + p2

b − 2pa · pb
=2p2(1− cos θ) (p = |pa| = |pb| = mu)

=4p2 sin2 θ

2

故 p̆ = 2p sin(θ/2)。

6.4.3 问题6-7

设势 V (r) = −eϕ(r) 是由电荷分布 ρ(r) 产生的，于是

∇2ϕ(r) = −4πρ(r) (6− 48)

设当 |r| → 0 时 ρ(r) 趋于零，用 exp(ip̆ · r/ℏ) 乘式 (6− 48)，两边对 r 积分两次，证明，v(p̆) 可以用
ρ(r) 表示为

v(p̆) = −4πℏ2e
p̆2

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · r

)
ρ(r)d3r (6− 49)

一个原子可以用它的电荷密度来表示。在原子核处电荷密度是奇异的，因此，它可以用强度为 Z

的 r 的 δ 函数来表示，这里 Z 是原子核的电荷。于是，若 ρe(r) 是原子中的电子密度，则 v(p̆) 是

v(p̆) =
4πℏ2e
p̆2

[
Z −

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · r

)
ρe(r)d

3r

]
(6− 50)

中括号中的量称为电子散射的形状因子。[附带，X 射线散射中也出现类似的形状因子。X 射线散射理
论表明，只有原子中的电子（而不是原子核）对散射有贡献。因此，X 射线散射的形状因子是同样的，
但是不含 Z 这一项。

参考答案：
题中所提示的思路虽然可行，但不容易想到。事实上，已经求得

∇2G(r) = −4πδ(r)

的解是
G(r) =

1

|r|
而

ρ(r) =

∫
ρ(r′)δ(r − r′)d3r′
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所以

ϕ(r) =

∫
ρ(r′)

|r − r′|
d3r′

代入 V (r) = −eϕ(r)，再代入式 (6− 39)，得到

ϕ(r) =−
∫

exp
(
i

ℏ
p̆ · r

)∫
eρ(r′)

|r − r′|
d3r′d3r

=−
∫
eρ(r′) exp

(
i

ℏ
p̆ · r′

)
d3r′

∫
exp

[
i

ℏ
p̆ · (r − r′)

]
1

|r − r′|
d3(r − r′)

后一积分结果在问题 6-6 已经给出，结果是 4πℏ2/p̆2，跟 r′ 无关，因此

v(p̆) = −4πℏ2e
p̆2

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · r′

)
ρ(r′)d3r′

换回 r 即得式 (6− 49)。
最后，根据题设，整个原子的电荷密度分布可以写为 ρ(r) = Zeδ(r)− eρe(r)（后面一项变号，因

为电子间互相排斥），代入式 (6− 49) 即得式 (6− 50)。

6.4.4 问题6-8

在原子中，仅在非常小的半径内，势才遵循库仑定律。随着半径增加，原子中的电子逐渐屏蔽（或
抵消）核电荷，直到当 r 值足够大时，势等于零。有一种非常粗糙的近似方式，用下述公式可以计算出
原子中电子的屏蔽效应：

V (r) = −Ze
2

r
exp

(
− r
a

)
(6− 51)

在此表示式中，a 称为原子半径。这与化学中使用的原子的外径不同，它由 a0/Z
1/3 给出，其中

a0 = ℏ2/me2 = 0.0529nm

证明在这个势中，

v(p̆) = − 4πZe2

(p̆/ℏ)2 + (1/a)2
(6− 52)

因此
dσ

dΩ
=

Z2e4

(mu2/2)2[4 sin2(θ/2) + (ℏ/pa)2]2
(6− 53)

总截面 σT 定义为 dσ/dΩ 在单位球面上的积分，即

σT =

∫ 4π

0

dσ

dΩ
dΩ (6− 54)

在这个例子中证明，σT 由下式给出：

σT = πa2
(2Ze2/uℏ)2

1 + (ℏ/2pa)2
(6− 55)

参考答案：
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将式 (6− 51) 的势代入式 (6− 45)，得到

v(p̆) =− 4πℏZe2

p̆

∫ ∞

0

sin
(
p̆r

ℏ

)
e−r/adr

=− 4πℏZe2

p̆
Im

[∫ ∞

0

exp
(
− r
a
+ i

p̆r

ℏ

)
dr

]
=− 4πZe2

(p̆/ℏ)2 + (1/a)2

代入式 (6− 44) 就可以求得

dσ

dΩ
=

Z2e4

(mu2/2)2[4 sin2(θ/2) + (ℏ/pa)2]2

下面是关于总截面 σT 的概念。出现这个概念，是因为屏蔽效应的出现，使得散射效应在某个区域
外就失效。换句话说，只有进入到某个区域内，电子才有可能被散射（才可能到达某个指定的 b点），如
果不在这个区域内，则电子不可能被散射。这个区域的总面积，就是我们要求的 σT。而为了求出它，我
们需要对 pb 的所有可能的方向进行积分（整个球面）。这样一来，我们使用球面坐标，以 pa 所在直线
为 z 轴，那么式 (6− 53) 中的 θ 便是参数之一，它在 [0, π] 内变化，于是

σT =

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ sin θ Z2e4

(mu2/2)2[4 sin2(θ/2) + (ℏ/pa)2]2

=− 2πZ2e4

(mu2/2)2

∫ π

0

d(cos θ)
[2(1− cos θ) + (ℏ/pa)2]2

=
2πZ2e4

(mu2/2)2

∫ 2

0

ds

[2s+ (ℏ/pa)2]2
(s = 1− cos θ)

=
2πZ2e4

(mu2/2)2

(
− 1/2

2s+ (ℏ/pa)2

∣∣∣∣2
0

)

=πa2
(2Ze2/uℏ)2

1 + (ℏ/2pa)2

6.4.5 问题6-9

现在介绍下述事实，即原子核有一个由

rN = 1.2× 10−13 × (质量数)1/3cm (6− 56)

给定的有限半径，并且假设核电荷几乎均匀分布在这个半径的球体中。那么当电子被原子散射的转移动
量 p̆ 大时，这个假定对界面有什么影响？

利用这个效用证明，可以根据某些核电荷分布的细节决定核半径。为了产生明显效应，入射电子动
量 p 必须多大？观察大角散射和观察小角散射，哪一种观察应当更细致一点？为什么？

注意：在这里实验中，所需要的电子动量很高，以至于求动能必须用相对论公式 E =
√
m2c4 + c2p2−

mc2。因此，严格地说，我们不应使用非相对论公式去描述相互作用。然而，动量和波长、能量和频率
之间的关系在相对论情况下并不改变。因为正是波长决定了这个“电子显微镜”的分辨力，所以非相对论
公式计算的动量仍是正确的。

参考答案：
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由于电荷是连续分布的，因此，需要利用式 (6−49)来计算散射截面。同式 (6−39)化为式 (6−45)

一样，式 (6− 49) 可以化为

v(p̆) = −4πℏe
p̆2

4πℏ
p̆

∫ ∞

0

sin
(
p̆r

ℏ

)
ρ(r)rdr

对于题目所定义的球体原子核，定义

ρ(r) =

 eρ, |r| ≤ rN

0, |r| > rN

那么

v(p̆) =− 4πℏe2

p̆2
4πℏρ
p̆

∫ rN

0

sin
(
p̆r

ℏ

)
rdr

=− 4πℏe2

p̆2
4πℏρ
p̆

[
ℏ2

p̆2
sin
(
p̆

ℏ
rN

)
− ℏ
p̆
rN cos

(
p̆

ℏ
rN

)]
将方括号部分展开为 rN 的级数得

v(p̆) = −4πℏe2

p̆2
4πr3Nρ

3

(
1− 1

10

p̆2

ℏ2
r2N + . . .

)
其中由定义知 4πr3Nρ/3 = Z，因此

v(p̆) = −4πℏZe2

p̆2

(
1− 1

10

r2N p̆
2

ℏ2
+ . . .

)
如果只取第一项，那么相当于电荷全部集中分布在原点之时，也就是在问题 6-6 中我们求出来的结果，
后面的修正项代表着有限半径 rN 的影响。因此，如果已知电荷分布，并且通过实验来记录到 |v(p̆)|2，
那么我们就可以根据上式来反解出 rN 来，也就是决定核半径。

如果希望这个效应能够产生明显的效果，也就是后面的高阶项不能过小，那么必然有

p̆

ℏ
rN ∼ 1

即
p̆ ∼ ℏ

rN

代入已知的数据，取质量数为 1，采用国际单位，那么 ℏ ≈ 10−34, rN ≈ 10−15，那么

p̆ ∼ 10−19kg·m/s

这基本就是入射电子动量的最小值。看上去很小，但是要注意，电子质量不过是 me ≈ 10−31kg，如果
按照经典公式，就有

v = p̆/me = 1011m/s

这已经远远超过了光速 3× 108m/s 了，因此严格来讲我们不能用非相对论理论来计算。
此外，由于 p̆ = 2p sin(θ/2)，可见 θ 越大，̆p也越大，因此，小角散射更不明显，需要更细致地观察。
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6.4.6 问题6-9

考虑有两个原子 A 和 B 组成的双原子分子，A 和 B 的质心分别位于矢量 a 和 b 给定的点。使用
玻恩近似证明，电子由这种分析散射的几率幅为

K(1) = exp
(
i

ℏ
p̆ · a

)
fA(p̆) + exp

(
i

ℏ
p̆ · b

)
fB(p̆) (6− 57)

其中 fA 和 fB 分别是两个原子分别位于坐标系中心时单独散射的几率幅，原子的结合不会使核周围的
电荷分布有很大变化（除了像氢那样非常轻的核），因为结合力只影响少数几个最外层的电子。

利用式 (6 − 57) 证明，p̆ 取某特定值时的散射概率正比于 v2A + v2B + 2vAvB cos(p̆ · d/ℏ)，其中
d = a− b，而 vA, vB 是它们分别单独散射时用式 (6− 39) 计算的 v(p̆)。

参考答案：
类似式 (6− 38)，只不过把 V (xc) 换成了 VA(xc − a) + VB(xc − b)，结果是

K(1) ≈K

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · xc

)
[VA(xc − a) + VB(xc − b)]d3xc

=K

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · xc

)
VA(xc − a)d3xc + K

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · xc

)
VB(xc − b)d3xc

其中常数 K 就是式 (6− 38) 前面的系数

K = − i

ℏ

( m

2πiℏ

)5/2 u

T 1/2rarb
exp

(
i

ℏ
mu2

2
T

)
上式可以继续计算下去

K(1) ≈ exp
(
i

ℏ
p̆ · a

)
K

∫
exp

[
i

ℏ
p̆ · (xc − a)

]
VA(xc − a)d3(xc − a)

+ exp
(
i

ℏ
p̆ · b

)
K

∫
exp

[
i

ℏ
p̆ · (xc − b)

]
VB(xc − b)d3(xc − b)

= exp
(
i

ℏ
p̆ · a

)
K

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · xc

)
VA(xc)d

3xc

+ exp
(
i

ℏ
p̆ · b

)
K

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · xc

)
VB(xc)d

3xc

= exp
(
i

ℏ
p̆ · a

)
fA(p̆) + exp

(
i

ℏ
p̆ · b

)
fB(p̆)

其中

fA = K

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · xc

)
VB(xc)d

3xc = K vA(p̆)

fB = K

∫
exp

(
i

ℏ
p̆ · xc

)
VB(xc)d

3xc = K vB(p̆)

正好分别是两个原子分别位于坐标系中心时单独散射的几率幅。
至于后面所说的散射概率正比于 v2A+ v2B +2vAvB cos(p̆ ·d/ℏ)，这里应当隐含了假设“原子势 VA 和
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VB 都是中心力势”，这种情形之下，根据式 (6− 45) 知 v(p̆) 明显是实数，有

|K(1)|2 =
∣∣∣∣exp

(
i

ℏ
p̆ · a

)
fA(p̆) + exp

(
i

ℏ
p̆ · b

)
fB(p̆)

∣∣∣∣2
= |K |2

∣∣∣∣exp
(
i

ℏ
p̆ · a

)
vA(p̆) + exp

(
i

ℏ
p̆ · b

)
vB(p̆)

∣∣∣∣2
= |K |2

[
v2A(p̆) + v2B(p̆) + 2vA(p̆)vB(p̆) cos(p̆ · d/ℏ)

]
6.4.7 问题6-11

设该双分子原子的取向是无轨的。证明：电子被一群这种分子散射的平均几率正比于 v2A + v2B +

2vAvB
sin(|p̆||d|/ℏ)

|p̆||d|/ℏ 。这个结果怎样推广到多原子分子情形？
这个结果就是电子衍射技术可能确定分子形状的根据。用玻恩近似计算的 v 值是实数，其结果适

用于各种分子衍射实验中通常所使用的电子能量（keV 量级）。然而，若分子包含了像铀那样非常重的
原子，则这个原子的势太大了，以致玻恩近似不足以描述它，从而必须有一些小的修正。

参考答案：
问题 6-10 中我们已经求出了几率，它正比于

v2A + v2B + 2vAvB cos(p̆ · d/ℏ)

为了求出平均几率，事实上是要我们遍取所有可能的 d = a− b 的方向求平均，这等价于在球面上求平
均。以给定的 p̆ 所在的直线为 z 轴，可以建立直角坐标系，此时单个几率正比于

v2A + v2B + 2vAvB cos(|p̆||d| cos θ/ℏ)

继而使用球坐标，那么平均值正比于

1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

[v2A + v2B + 2vAvB cos(|p̆||d| cos θ/ℏ)] sin θdθ

=v2A + v2B − vAvB
sin(|p̆||d| cos θ/ℏ)

|p̆||d|/ℏ

∣∣∣∣π
0

=v2A + v2B + 2vAvB
sin(|p̆||d|/ℏ)

|p̆||d|/ℏ

6.4.8 问题6-12

设 V (r) 与时间无关，证明：二阶散射项 K(2)(b, a) 的时间积分给出

K(2)(b, a) =
( m

2πℏ2
)2 ( m

2πiℏT

)3/2 ∫∫ Rbc +Rcd +Rda
RbcRcdRda

× exp
[
im

2ℏT
(Rbc +Rcd +Rda)

2

]
V (xd)V (xc)d

3xcd
3xd

(6− 58)

其中 a, b, c, d 各点的排列如图 6-9 所示。Rcd 为点 d, c 之间的距离，其余类推。
设在比 ra 或 rb 还短得多的距离上，V (r) 已经小得可以忽略了。证明：截面由 dσ/dΩ = |f |2 给
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出，式中包含一阶项的散射几率幅 f 是

f =
−m
2πℏ2

∫
exp

(
− i

ℏ
pb · xc

)
V (xc) exp

(
i

ℏ
pa · xc

)
dxc

+

(
−m
2πℏ2

)2 ∫∫
exp

(
− i

ℏ
pb · xc

)
V (xc)

exp
(
i
ℏpRcd

)
Rcd

× V (xd) exp
(
i

ℏ
pa · xd

)
dxcdxd

(6− 59)

其中 pa 和 pb 分别是在 xb 和 −xa 方向上飞行的电子动量。动量的大小是 p，电子被比较重的原子弹
性散射时，p 几乎不变。

参考答案：
首先来关注式 (6− 58)，它是

K(2) =

∫ ∫
K0(b, c)V (c)K0(c, d)V (d)K0(d, a)dτddτc

这里的 dτ = d3xdt，根据式 (6− 29)，对 td 的积分给出

K(2) =

∫
dτcK0(b, c)V (c)

∫ (
− m

2πℏ2
)( 1

Rcd
+

1

Rda

)
V (d)

×
(

m

2πiℏtc

)3/2

exp
[
im

2ℏtc
(Rcd +Rda)

2

]
d3xd

注意到 (
m

2πiℏtc

)3/2

exp
[
im

2ℏtc
(Rcd +Rda)

2

]
在形式上也是一个自由传播子，跟 K(c, a) 类似，因此，对 tc 的积分同样类似于式 (6− 29)，这也就意
味着，对 tc, td, te, . . . 的积分可以一直计算下去，它们是递归的。对 tc 的积分，我们给出

K(2) =

∫∫ (
− m

2πℏ2
)2( 1

Rbc
+

1

Rcd +Rda

)
V (c)

(
1

Rcd
+

1

Rda

)
V (d)

×
( m

2πiℏT

)3/2
exp

[
im

2ℏT
(Rbc +Rcd +Rda)

2

]
d3xdd

3xc

=
( m

2πℏ2
)2 ( m

2πiℏT

)3/2 ∫∫ Rbc +Rcd +Rda
RbcRcdRda

× exp
[
im

2ℏT
(Rbc +Rcd +Rda)

2

]
V (xd)V (xc)d

3xcd
3xd

甚至可以类比，K(n) 中，对所有时间的积分给出

K(n) =
(
− m

2πℏ2
)n ( m

2πiℏT

)3/2 ∫∫ Rbc +Rcd + · · ·+Rpq +Rqa
RbcRcd . . . RpqRqa

× exp
[
im

2ℏT
(Rbc +Rcd + · · ·+Rpq +Rqa)

2

]
× V (xc)V (xd) . . . V (xp)V (xq)d

3xcd
3xd . . . d

3xpd
3xq

这表示从 b→ c→ d→ · · · → p→ q → a 的积分路径。
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继续关注 K(2)，在指数部分，对 Rbc 和 Rda 采用近似式 (6− 30) 和 (6− 31)

Rbc ≈ rb − ib · xc
Rda ≈ ra + ia · xd

而在分式中，直接让 Rbc ≈ rb, Rda ≈ ra，则有近似

K(2) ≈
( m

2πℏ2

)2 ( m

2πiℏT

)3/2 ∫∫ rb +Rcd + ra
rbRcdra

× exp
[
im

2ℏT
(rb − ib · xc +Rcd + ra + ia · xd)2

]
V (xd)V (xc)d

3xcd
3xd

注意，我们假设“在比 ra 或 rb 还短得多的距离上，V (r) 已经小得可以忽略了”，这意味着，对积分有主
要贡献的，是 xc,xd, Rcd = |xc − xd| 很小的时候，那么假设我们在分母中以及在指数中只需要保留它
们的一阶项，这也就意味着

rb +Rcd + ra
rbRcdra

≈ rb + ra
rbra

1

Rcd

和

exp
[
im

2ℏT
(rb − ib · xc +Rcd + ra + ia · xd)2

]
≈ exp

{
im

2ℏT
[
(rb + ra)

2 − 2(rb + ra)ib · xc + 2(rb + ra)Rcd + 2(rb + ra)ia · xd
]}

= exp
[
im

2ℏT
(rb + ra)

2

]
exp

(
− ipb · xc

ℏ

)
exp

(
ipRcd
ℏ

)
exp

(
ipa · xd

ℏ

)
其中 p = m(rb + ra)/T,pa = pia,pb = pib。这时候

K(2) ≈
( m

2πℏ2

)2 ( m

2πiℏT

)3/2(rb + ra
rbra

)
×
∫∫

exp
(
− i

ℏ
pb · xc

)
V (xc)

exp
(
i
ℏpRcd

)
Rcd

V (xd) exp
(
i

ℏ
pa · xd

)
dxcdxd

要计算散射截面，需要计算 |K(1) +K(2)|2，代入到式 (6− 40) ∼ (6− 43) 中，各项系数基本上是没有
变化的。最后依旧可以得到式 (6− 44)，只不过把 v(p̆) 换成∫

exp
(
− i

ℏ
pb · xc

)
V (xc) exp

(
i

ℏ
pa · xc

)
dxc

+

(
−m
2πℏ2

)∫∫
exp

(
− i

ℏ
pb · xc

)
V (xc)

exp
(
i
ℏpRcd

)
Rcd

V (xd) exp
(
i

ℏ
pa · xd

)
dxcdxd

而
dσ

dΩ
=
( m

2πℏ2
)2

|v(p̆)|2 = |f |2

所以可以取
f = − m

2πℏ2
v(p̆)
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6.4.9 问题6-13

设 V (r, t) 实际上与 t 无关。在式 (6− 61) 中代入自由粒子传播子 K0，将结果对 tc 积分，证明：

ψ(xb, tb) = exp
(
− i

ℏ
Eatb

)[
exp

(
i

ℏ
pa · xb

)
− m

2πℏ2

∫
1

Rbc
exp

(
i

ℏ
paRbc

)
V (xc) exp

(
i

ℏ
pa · xc

)
d3xc

] (6− 62)

其中 Rbc 是由终点 xb 到积分变点 xc 的距离；而 pa = |pa| 是电子动量大小。
再一次假设，在比 ra 或 rb 还小得多的距离上，势已经下降到零。证明：可以把式 (6− 62) 写为

ψ(xb, tb) = exp
(
− i

ℏ
Eatb

)[
exp

(
i

ℏ
pa · xb

)
+
f(θ)

rb
exp

(
i

ℏ
parb

)]
(6− 63)

其中散射幅 f(θ) 用 v(p̆) 定义为 [参看式 (6− 39)]

f(θ) = − m

2πℏ2
v(p̆) (6− 64)

式 (6− 63) 的最后一项 f(θ)
rb

exp
(
i
ℏparb

)
可以看成为散射波函数的空间部分。它的形式为由散射原

子的质心向外辐射的球面波。这个球面波在某特定散射角处的波幅通过函数 f(θ) 与角度有关，而根据
式 (6− 64)，f(θ) 又随传递动量 p̆ 而变化。因此，散射以后电子的完整波函数可以看成是两项之和。第
一项是未被散射电子的平面波 exp

(
i
ℏpa · xb

)
，第二项是散射电子的球面波，如图 6-10 所示。应用这个

观点推导截面 dσ/dΩ 的公式。
参考答案：
为了完成 K(1) 中对 tc 的积分，我们首先写出∫ tb

0

K0(xb, tb;xc, tc) exp
(
− i

ℏ
Eatc

)
dtc

=

∫ tb

0

[
m

2πiℏ(tb − tc)

]3/2
exp

(
im

2ℏ
|xb − xc|2

tb − tc

)
exp

(
− i

ℏ
Eatc

)
dtc

设 s2 = 1/(tb − tc)，即 s = 1/
√
tb − tc，代入上式∫ tb

0

[
m

2πiℏ(tb − tc)

]3/2
exp

(
im

2ℏ
|xb − xc|2

tb − tc

)
exp

(
− i

ℏ
Eatc

)
dtc

=

∫ tb

0

( m

2πiℏ

)3/2
s3 exp

[
im

2ℏ
|xb − xc|2s2 −

i

ℏ
Ea

(
tb −

1

s2

)]
d

(
tb −

1

s2

)
=2
( m

2πiℏ

)3/2
exp

(
− i

ℏ
Eatb

)∫ ∞

1/
√
tb

exp
(
im

2ℏ
|xb − xc|2s2 +

i

ℏ
Ea
s2

)
ds

这个积分没有简单的表达式，而为了得出较为简单的表达式，我们考虑将用下面的积分近似代替：∫ ∞

1/tb

exp
(
im

2ℏ
|xb − xc|2s2 +

i

ℏ
Ea
s2

)
ds ≈

∫ ∞

0

exp
(
im

2ℏ
|xb − xc|2s2 +

i

ℏ
Ea
s2

)
ds

显然，右端是左端积分在 tb → 0 时的近似。我们可以更准确地分析该近似在什么时候效果会好，因为
我们已经知道，积分的主要贡献源自低频附近的位置，我们有

m

2ℏ
|xb − xc|2s2 +

1

ℏ
Ea
s2

≥ 2

√
mEa
2ℏ2

|xb − xc|
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取等号时有
m

2ℏ
|xb − xc|2s2 =

1

ℏ
Ea
s2

→ s = 4

√
2Ea

m|xb − xc|2
=

√
pa

m|xb − xc|

因此积分的主要贡献来源于 s =
√

pa
m|xb−xc| 附近，所以当

1√
tb

≪
√

pa
m|xb−xc| 时，即 pa ≫ m|xb−xc|

tb
时，

积分近似是好的，因为两者均已经包含了积分的主要贡献，而两者之差的部分对积分的贡献是则是微小
的。

假设上面讨论的条件满足，那么用近似积分代替原来的积分，根据附录中的公式 (A− 3)，得到：∫ ∞

0

exp
(
im

2ℏ
|xb − xc|2s2 +

i

ℏ
Ea
s2

)
ds =

√
πi

2m|xb − xc|2/ℏ
exp

(
2i

√
mEa
2ℏ2

|xb − xc|

)

=

√
πiℏ
2m

1

Rbc
exp

(
i

ℏ
paRbc

)
最后我们得到 ∫ tb

0

K0(xb, tb;xc, tc) exp
(
− i

ℏ
Eatc

)
dtc

≈2
( m

2πiℏ

)3/2
exp

(
− i

ℏ
Eatb

)√
πiℏ
2m

1

Rbc
exp

(
i

ℏ
paRbc

)
=
( m

2πiℏ

)
exp

(
− i

ℏ
Eatb

)
1

Rbc
exp

(
i

ℏ
paRbc

)
代入到式 (6− 61) 即得式 (6− 62)。

基于式 (6 − 62) 式，以及“在比 ra 或 rb 还小得多的距离上，势已经下降到零”的假设，可以进
一步近似，这意味着，在分母中可以使用近似 Rbc ≈ rb，而在指数中，则需要保留 xc 的一阶项，即
Rbc ≈ rb − ib · xc，代入即得式 (6− 63)。

最后，按照式 (6− 43)，便有

dσ

dΩ
=

r2bP (b)

[(ra + rb)/ra]2P (d)

=
r2b

∣∣∣exp
(
− i

ℏEatb
)
f(θ)
rb

exp
(
i
ℏparb

)∣∣∣2
[(ra + rb)/ra]2

∣∣exp
(
− i

ℏEatb
)

exp
(
i
ℏpa · xb

)∣∣2
=

(
ra

ra + rb

)2

|f(θ)|2

注意这里的答案跟式 (6− 44) 并不相同，除非 ra → ∞。这是因为在上述推导过程中，我们多用了
一步近似，即 pa ≫ m|xb−xc|

tb
，为满足这个近似，一种方案是 pa 和 tb 都尽可能大，而这正好意味着 ra

尽可能大，因此在所采用的近似之下，两者是等价的。。

6.4.10 问题6-14

应用波函数方法讨论电子被正弦振荡场散射的情况，这个场的势由下式给出：

V (x, t) = U(x) cosωt (6− 65)

证明：在一阶玻恩近似中，出射波的能量要改变一个量，或者是 ℏω 或者是 −ℏω。在高阶项会发生什
么情况？
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参考答案：
首先将 V (x, t) 写为

V (x, t) = U(x)
exp(iωt) + exp(−iωt)

2

代入到式 (6− 61) 中，有

ψ(xb, tb) = exp
(
− i

ℏ
Eatb

)
exp

(
i

ℏ
pa · xb

)
− i

2ℏ

∫ tb

0

∫
K0(xb, tb;xc, tc)U(xc) exp

[
i

ℏ
pa · xc −

i

ℏ
(Ea − ℏω)tc

]
d3xcdtc

− i

2ℏ

∫ tb

0

∫
K0(xb, tb;xc, tc)U(xc) exp

[
i

ℏ
pa · xc −

i

ℏ
(Ea + ℏω)tc

]
d3xcdtc

对于高阶项，如二阶项，跟

U(xc)U(xd)

(
exp(iωt) + exp(−iωt)

2

)2

= U(xc)U(xd)
exp(2iωt) + 2 + exp(−2iωt)

4

有关。这时能量的改变可能为 0,±ℏω,±2ℏω。（本题的解答比较含糊，因为笔者也不是特别理解该问题，
请了解的读者不吝指教，谢谢）

6.5 6-5与时间有关的微扰及跃迁几率幅

6.5.1 问题6-15

记得在问题 5-4 中，我们把一个特定积分定义为由状态 ψ(x)到状态 χ(x)的跃迁几率幅。证明：当
初态是本征函数 ϕn(x) 而末态是本征函数 ϕm(x) 时，函数 λmn 满足这个定义。

参考答案：
根据问题 5-4 的定义，为了证明 λmn 是跃迁几率幅，我们要证明

λmn(tb, ta) =

∫∫
ϕ∗
m(xb)KV (b, a)ϕn(xa)dxadxb

积分是对全空间进行的。接下来，只需要把式 (6− 68) 的 KV (b, a) 代进上式右端：∫∫
ϕ∗
m(xb)KV (b, a)ϕn(xa)dxadxb

=

∫∫
ϕ∗
m(xb)

[∑
p

∑
q

λpq(tb, ta)ϕp(xb)ϕ
∗
q(xa)

]
ϕn(xa)dxadxb

=
∑
p

∑
q

(∫
ϕ∗
m(xb)ϕp(xb)dxb

)(∫
ϕ∗
q(xa)ϕn(xa)dxa

)
︸ ︷︷ ︸

根据式 (4-47)，这两项分别为δmp,δqn

λpq(tb, ta)

=
∑
p

∑
q

δmpδqnλpq(tb, ta)

=λmn(tb, ta)
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6.5.2 问题6-16

把式 (6− 71) 解释为对所有可能性求和，请阐明这些可能性的含义。
参考答案：
让我们来重写式 (6− 71)：

Vmn(tc) =

∫ ∞

−∞
ϕ∗
m(xc)V (xc, tc)ϕn(xc)dxc (6− 71)

左端可以理解为在 tc 时刻，系统从状态 n 被散射到状态 m 的几率幅，它等于右端所描述的各项几率
幅的求和，其含义是：

1. ϕn(xc) 是系统处于状态 n 时，在 xc 点发现它的几率幅；

2. V (xc, tc) 是系统在 tc 时刻，在 xc 被散射的几率幅；

3. ϕ∗
m(xc) 是系统在 xc 点时，它处于状态 m 的几率幅；

4. ϕ∗
m(xc)V (xc, tc)ϕn(xc) 便是在 tc 时刻，系统处于状态 n，并且在 xc 点被势 V 散射，最
终到达状态 m 的几率幅。

因此，要求在 tc 时刻系统从状态 n 被散射到状态 m 的几率幅，就需要把所有可能的 xc 进行求和，由
于 xc 的选取是任意的，这里的求和就表现为对 xc 的积分。

6.5.3 问题6-17

通过解释每一项的含义来解释式 (6− 72)，然后证明并解释二阶系数方程

λ(2)
mn =

(
− i

ℏ

)2 ∫ tb

ta

[∫ tc

ta

∑
k

exp
(
− i

ℏ
Em(tb − tc)

)
Vmk(tc)

× exp
(
− i

ℏ
Ek(tc − td)

)
Vkn(td) exp

(
− i

ℏ
En(td − ta)

)
dtd

]
dtc

参考答案：
事实上，本题的答案在中文版 113 页，问题 6-19 的下方已经给出，即“我们可以用下述规则解释

(6-69) 式中的所有项...”开始的接下来三段。

6.5.4 问题6-18

推导并解释积分方程

λmn(tb, ta) =δmn exp
[
− i

ℏ
Em(tb − ta)

]
− i

ℏ

∫ tb

ta

exp
[
− i

ℏ
Em(tb − tc)

]∑
k

Vmk(tc)λkn(tc, ta)dtc

(6− 75)

参考答案：
在问题 6-15 中，我们已经证明了

λmn(tb, ta) =

∫∫
ϕ∗
m(xb)KV (b, a)ϕn(xa)dxadxb
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而 U 作为未微扰势，对应于式 (6− 19) 的结果是

KV (b, a) = KU (b, a)−
i

ℏ

∫∫
KU (b, c)V (c)KV (c, a)dxcdtc

于是，在上式两端都乘以 ϕ∗
m(xb)ϕn(xa) 并对 xa, xb 积分，得到

λmn(tb, ta)

=

∫∫
ϕ∗
m(xb)KV (b, a)ϕn(xa)dxadxb

=

∫∫
ϕ∗
m(xb)KU (b, a)ϕn(xa)dxadxb −

∫ [∫∫∫
ϕ∗
m(xb)KU (b, c)V (c)KV (c, a)ϕn(xa)dxadbdxc

]
dtc

其中，因为 KU (b, a) 是未微扰的，因此

KU (b, a) =
∑
k

ϕk(xb)ϕ
∗
k(xa) exp

[
− i

ℏ
Ek(tb − ta)

]
代入第一项得 ∫∫

ϕ∗
m(xb)KU (b, a)ϕn(xa)dxadxb = δmn exp

[
− i

ℏ
Em(tb − ta)

]
现在留意方括号福分，将上式代入后得到∑

k

exp
[
− i

ℏ
Ek(tb − tc)

] ∫∫∫
ϕ∗
m(xb)ϕk(xb)ϕ

∗
k(xc)V (c)KV (c, a)ϕn(xa)dxadxbdxc

完成对 xb 的积分∑
k

exp
[
− i

ℏ
Ek(tb − tc)

] ∫∫
δmkϕ

∗
k(xc)V (c)KV (c, a)ϕn(xa)dxadxc

根据式 (6− 73)，完成对 xa 的积分∑
k

exp
[
− i

ℏ
Ek(tb − tc)

] ∫
δmkϕ

∗
k(xc)V (c)

∑
j

λjnϕj(xc)dxc

最后，根据式 (6− 71) 完成对 xc 的积分，得到∑
j

∑
k

exp
[
− i

ℏ
Ek(tb − tc)

] ∫∫
δmkVjk(tc)λjn =

∑
j

exp
[
− i

ℏ
Em(tb − ta)

]
Vjm(tc)λjn

因此，

λmn(tb, ta) =δmn exp
[
− i

ℏ
Em(tb − ta)

]
− i

ℏ

∫ tb

ta

exp
[
− i

ℏ
Em(tb − tc)

]∑
k

Vmk(tc)λkn(tc, ta)dtc

(6− 75)

该式子的物理意义可以这样描述：
系统从 ta 时刻的状态 n 跃迁到 tb 时刻的状态 m 的跃迁几率幅，是下面两部分几率幅之和：

1. 系统没有被势 V 散射，于是一直处于状态 n种，振幅随时间变化，即 δmn exp
[
− i

ℏEm(tb − ta)
]
；

2. 系统被势 V 散射过，其中，最后一次散射发生在时刻 tc，被散射到了状态 k，而到达 k

之前的散射几率幅由 λkn(tc, ta) 精确描述，在 tc 时刻被散射的几率幅正比于 V (tc)dtc，
被散射到状态 m 之后，在 tb 发现系统处于状态 m 的几率正比于 exp

[
− i

ℏEm(tb − tc)
]
，

因此总几率幅是正比于 exp
[
− i

ℏEm(tb − tc)
]
Vmk(tc)λkn(tc, ta)dtc，而 tc 和 k 都是任意

的，因此要遍历 tc 和 k 求和。
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6.5.5 问题6-19

把 λmn(tb, ta) 看成是最终时间 tb 的函数 λmn(tb)。使用式 (6− 75) 或式 (6− 69) 证明：

d

dtb
λmn(tb) = − i

ℏ

[
Emλmn(tb) +

∑
k

Vmk(tb)λkn(tb)

]
(6− 76)

给出这个结果的直接物理解释。然后直接从薛定谔方程推出这一结果。
提示 应用式 (6− 73) 并代入薛定谔方程。注意，可直接用式 (6− 76) 和初始条件 λmn(ta) = δmn

一起来确定 λ。
参考答案：
回顾式 (4− 24)，可得

−ℏ
i

∂

∂tb
K(b, a) = − ℏ2

2m

∂2

∂x2b
K(b, a) + [U(b) + V (b)]K(b, a) = [Hb + V (b)]K(b, a)

这里的 Hb 是未微扰的结果，即

Hb = − ℏ2

2m

∂2

∂x2b
+ U(b)

跟前一问题类似，在上式两端都乘以 ϕ∗
m(xb)ϕn(xa) 并对 xa, xb 积分，得到

−ℏ
i

d

dtb
λmn(tb) =

∫∫
ϕ∗
m(xb)HbK(b, a)ϕn(xa)dxadxb

+

∫∫
ϕ∗
m(xb)V (b)K(b, a)ϕn(xa)dxadxb

根据式 (6− 71) 完成对 xa 的积分，得到

−ℏ
i

d

dtb
λmn(tb) =

∫
ϕ∗
m(xb)Hb

∑
k

λknϕk(xb)dxb

+

∫
ϕ∗
m(xb)V (b)

∑
k

λknϕk(xb)dxb

等号右边后半部分正是
∑

k Vmk(tb)λkn(tb)，而前半部分，根据定义式 (4−42)，有 Hbϕk(xb) = Ekϕk(xb)，
所以等于 ∫

ϕ∗
m(xb)Hb

∑
k

λknϕk(xb)dxb =
∑
k

Ekλkn

∫
ϕ∗
m(xb)ϕk(xb)dxb = Emλmn

最后得到式 (6− 76)。
（至于明显的物理意义，笔者愚钝，还没有想出来。请读者不吝指教。）

6.5.6 问题6-20

设 V 是缓慢地“开”和“关”。例如，令 V (x, t) = V (x)g(t)，式中 g(t) 是光滑的，如图 (6− 12) 所示。

g(t) =



1

2
exp(γt) 当t < 0

1− 1

2
exp(−γt) 当0 < t <

T

2

1− 1

2
exp[γ(t− T )] 当

T

2
< t < T

1

2
exp[−γ(t− T )] 当t > T

(6− 80)
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设函数 g(t) 上升的时间 1/γ ≪ T，而且 γ ≪ (Em −En)。证明：式 (6− 79) 给出的概率缩小了一个因
子 [1 + (Em − En)

2/ℏ2γ2]−2。在 g(t) 的这个定义中，其对时间的二次导数仍有不连续点。更光滑的函
数会带来进一步的缩小。

参考答案：
首先需要指出问题中的一个错误之处，即上述 g(t) 在 t = T/2 处的一阶导数也是不连续的，除非

γ 足够大，以至于这里的误差可以忽略。g(t) 的图像大致如下

0 T/2 T

t

0

1

g(
t)

此外，笔者认为，就问题的意图而言，问题的表述有些函数。事实上，本题应该是希望我们比较两
种类似的势 V (x)g(t) 和 V (x)h(t) 在“一直以来”的跃迁概率，即 t ∈ (−∞,∞)，其中 h(t) 为

h(t) =

 1 当0 < t < T

0 其他情况
(6− 80)

其大致图像为

0 T/2 T

t

0

1

h
(t

)

g(t)和 h(t)的区别在于，g(t)的势是“缓慢而来”并且“缓慢消失”的，它的时间具有较大的不确定性；
h(t) 的势是“突如其来”并且“忽然消失”的，它的时间具有较小的不确定性。本题就是希望比较这两种不
确定性的区别导致的跃迁概率的区别。式 (6 − 79) 正好给了势 V (x)h(t) 的结果。下面求 V (x)g(t) 的
结果

记 Vmn =
∫
ϕ∗
m(xc)V (xc)ϕn(xc)dxc, Vmn(t) =

∫
ϕ∗
m(xc)V (xc)g(t)ϕn(xc)dxc = Vmng(t)，那么由式

(6− 77) 得到

λ(1)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
= − i

ℏ
Vmn

∫ ∞

−∞
g(t) exp

[
i

ℏ
(Em − En)t

]
dt
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积分分为四部分，但它们差别不大，简洁起见，记 ω = (Emtb − Enta)/ℏ，则∫ 0

−∞

1

2
exp(γt) exp(iωt)dt = 1

2

1

γ + iω∫ T/2

0

[
1− 1

2
exp(−γt)

]
exp(iωt)dt = exp(iωT/2)− 1

iω
− 1

2

1

γ − iω∫ T

T/2

[
1− 1

2
exp(γ(t− T ))

]
exp(iωt)dt = exp(iωT )− exp(iωT/2)

iω
− 1

2

exp(iωT )
iω + γ∫ ∞

T

1

2
exp[−γ(t− T )] exp(iωt)dt = 1

2

exp(iωT )
γ − iω

以上结果均采用了 γT ≫ 1 的近似，即忽略了带有 exp(−γT ) 的项，将上面四式相加，得到(
1

iω
+

1

2

1

γ − iω
− 1

2

1

γ + iω

)
[exp(iωT )− 1] =

exp(iωT )− 1

iω

γ2

γ2 + ω2

跟式 (6− 78) 相比，正好相差一个因子

γ2

γ2 + ω2
=

1

1 + (Em − En)2/ℏ2γ2

所以概率正好缩小了因子 [1 + (Em − En)
2/ℏ2γ2]−2。

可以发现，|Em −En| 越大，这个因子越小，这也意味着，对于大的 |Em −En|，概率变得更小了，
换言之，对于 g(t) 来说，时间的不确定性变大了，能量的不确定性就变小了。

6.5.7 问题6-21

考虑一个特殊情况，除了在两个能级 1 和 2 之间外，微扰势 V 的矩阵元均为 0，而且还假设这两
个能级是简并的，即设 E1 = E2 = E。令 V12 = V21 = v；V11, V22 和所有其他 Vmn 均等于零。证明

λ11 = 1− v2T 2

2ℏ2
+
v4T 4

24ℏ4
− · · · = cos vT

ℏ
(6− 81)

λ12 = −ivT
ℏ

+ i
v3T 3

6ℏ3
− · · · = −i sin vT

ℏ
(6− 82)

参考答案：

在这种情况下，Vmn =

(
0 v

v 0

)
是一个二阶方阵，相应地，式 (6− 76) 是一有限的常系数微分方程

组：
d

dtb
λmn = − i

ℏ

[
Eλmn +

(
0 v

v 0

)
λmn

]
上面的乘法是矩阵乘法。为解这个方程组，留意到 Eλmn 这一项，我们可以设

λmn = Lmn exp
(
− i

ℏ
Etb

)
代入原方程，可以得到

d

dtb
Lmn = − i

ℏ

(
0 v

v 0

)
Lmn = −v

ℏ

(
0 i

i 0

)
Lmn
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它的解，用矩阵形式的指数函数写出来是（就像解单个普通的常微分方程一样）

Lmn = Cmn exp
[
−vtb

ℏ

(
0 i

i 0

)]

其中 Cmn 是待定的常数矩阵。现在我们要来化简指数部分，留意到(
0 i

i 0

)2

= −

(
1 0

0 1

)

我们知道，对于二阶方阵来说，

(
1 0

0 1

)
相当于数字中的 1，那么上式表明，

(
0 i

i 0

)
相当于复数中的

i（因为它的平方等于矩阵中的-1，这跟复数中 i 的定义一致），那么 exp
[
−vtb

ℏ

(
0 i

i 0

)]
就相当于复数

的 exp
(
− vtb

ℏ i
)
，由欧拉公式知道10

exp
[
−vtb

ℏ

(
0 i

i 0

)]
=

(
1 0

0 1

)
cos vtb

ℏ
−

(
0 i

i 0

)
sin vtb

ℏ

至此，我们有

λmn = Cmn

(
cos vtbℏ −i sin vtb

ℏ

−i sin vtb
ℏ cos vtbℏ

)
exp

(
− i

ℏ
Etb

)
我们选择 ta = 0, tb = T，则

λmn = Cmn

(
cos vTℏ −i sin vT

ℏ

−i sin vT
ℏ cos vTℏ

)
exp

(
− i

ℏ
ET

)
最后来确定常数，显然，当 v = 0 时，即为无微扰的解，我们已经它的答案是 δmn exp

(
− i

ℏET
)
，因此

Cmn = δmn。所以

λmn =

(
cos vTℏ −i sin vT

ℏ

−i sin vT
ℏ cos vTℏ

)
exp

(
− i

ℏ
ET

)
或者

λ11 = λ22 = cos vT
ℏ

exp
(
− i

ℏ
ET

)
λ12 = λ21 = −i sin vT

ℏ
exp

(
− i

ℏ
ET

)
可见，费曼提供的答案中缺少了能量的因子 exp

(
− i

ℏET
)
，在考虑概率时，这个因子是没有意义的。

6.5.8 问题6-22

在问题 6-21 中，我们有 V12 = V21，因此，V12 是实数。证明，即使 V12 是复数，物理结果仍相同
（令 v = |V12|）。

10要注意的是，这种“相当于”不是唯一的，如

(
0 1

−1 0

)2

= −
(
1 0

0 1

)
，而且这种相当是只有它单一存在才成立，比如两个相当于 i 的矩

阵之和

(
0 i

i 0

)
+

(
0 1

−1 0

)
就不相当于 2i。
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参考答案：
根据定义式 (6− 71)，必然有 Vmn = V ∗

mn，因此当 V12 是复数的时候有 V21 = V ∗
12，跟问题 6-21 比

较，过程并没有太大变化，主要是矩阵

(
0 V12

V ∗
12 0

)
取代了矩阵

(
0 v

v 0

)
，而相当于复数 i 的矩阵变为

i

v

(
0 V12

V ∗
12 0

)

其中 v = |V12|，其余地方并没有变化，不再重复写一次了。

6.5.9 问题6-23

证明：即使波函数 ϕ(x) 归一化为在某任意体积 V 内的概率为 1，结果也与上式相同。
参考答案：
事实上不需要怎么证明，因为体积的单位本来就是任意选择的，在某任意体积 V 内归一化，这只

不过是相当于选择了另外的单位体积。而 dσ/dΩ 只是两个截面之比，是个无量纲的量，因此选择什么
单位并不会影响它的值。

如果要写出数学上的证明，那么新中文版 117 页的过程，保留 V 的情况下，正是本题的完整证
明。（为什么有这个说法呢？因为在勘误那里，我把该页的全部 V 都改回为了 1。）

6.5.10 问题6-24

设势 V 是时间的周期函数。例如，设 V (x, t) = V (x) cosωt。证明发生跃迁的概率是很小的，除非
终态能量为下面两个值之一：(1)Ef = Ei + ℏω（相应于吸收能量），(2)Ef = Ei − ℏω（相应于放出能
量）。这意味着式 (6−86)不变，不过态密度 ρ(E)必须在 E 的这些新值处重新计算。或者与式 (6−87)

类似，有
dP (n→ m)

dt
=

2π

ℏ
|Mn→m|2[δ(Em − En − ℏω) + δ(Em − En + ℏω)] (6− 94)

参考答案：
记 Vmn =

∫
ϕ∗
m(xc)V (xc)ϕn(xc)dxc, Vmn(t) =

∫
ϕ∗
m(xc)V (xc) cosωtϕn(xc)dxc = Vmn cosωt，可将

cosωt 改写为 1
2
[exp(iωt) + exp(−iωt)]，那么由式 (6− 77) 得到

λ(1)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
=− i

2ℏ
Vmn

∫ T

0

exp
[
i

ℏ
(Em − En + ℏω)t

]
dt− i

2ℏ
Vmn

∫ T

0

exp
[
i

ℏ
(Em − En − ℏω)t

]
dt

=− iVmn

[
exp i

2ℏ
(Em − En + ℏω)T × 1

Em − En + ℏω
sin (Em − En + ℏω)T

2ℏ

+ exp i

2ℏ
(Em − En − ℏω)T × 1

Em − En − ℏω
sin (Em − En − ℏω)T

2ℏ

]
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此时，
P (n→ m) =|λ(1)

mn|2

=Vmn

[
sin2 (Em−En+ℏω)T

2ℏ
(Em − En + ℏω)2

+
sin2 (Em−En−ℏω)T

2ℏ
(Em − En − ℏω)2

+2 cosωT
sin (Em−En+ℏω)T

2ℏ sin (Em−En−ℏω)T
2ℏ

(Em − En + ℏω)(Em − En − ℏω)

]
可以看到，仅当 Em − En + ℏω → 0（相应于放出能量）或者 Em − En − ℏω → 0（相应于吸收能量）
时，才可能产生比较大的 P (n→ m)。

如果要写成式 (6− 87) 的形式，那么只需要把 δ(Em−En) 换成对应的 δ(Em−En+ ℏω)+ δ(Em−
En − ℏω)。

6.5.11 问题6-25

已经说过，像力学方程一样，电动力学方程必须改变成以光电效应为基础的量子化形式。在光电效
应中，能量为 ℏω 的电子在频率为 ω 的光的影响下，偶然会从金属薄层中发射出来。如果物质服从量
子定律，而光依然用连续波表示，这是可能的吗？由问题 6-24 的结果来看，关于放弃电动力学的经典
描述的必要性，你可以提出什么论述？

参考答案：
由问题 6-24 的结果可以看出，如果我们允许光的势为复数，比如取 V (x, t) = V (x) exp(−iωt)，那

么跃迁的终态能量发生在 Em = En+ ℏω 处，这正好跟光电效应一样。因此，取复的周期势可以描述光
电效应，并且使得光依然用连续波来表示。

6.5.12 问题6-26

设有两个离散能级 E1 和 E2，其中任何一个都不处于连续区。设跃迁由 V (x, t) = V (x)g(t) 形式
的势所引起。证明跃迁概率是

P (1 → 2) = |V12|2|ϕ(ω0)|2/ℏ2 (6− 95)

只要 g(t) 可用其傅里叶变换

g(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ϕ(ω) exp(iωt)dω (6− 96)

表示，并且 ω0 = (E1 − E2)/ℏ。
参考答案：
记 V21 =

∫
ϕ∗
2(xc)V (xc)ϕ1(xc)dxc, V21(t) =

∫
ϕ∗
2(xc)V (xc)g(t)ϕ1(xc)dxc = V21g(t)，那么由式 (6−

77) 得到

λ
(1)
21 exp

[
i

ℏ
(E2tb − E1ta)

]
=− i

ℏ
V21

∫ ∞

−∞
g(t) exp

[
i

ℏ
(E2 − E1)t

]
dt

=− i

ℏ
V21

∫ ∞

−∞
g(t) exp (−iω0t) dt [ω0 = (E1 − E2)/ℏ]

=− i

ℏ
V21ϕ(ω0)
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其中 ϕ(ω0) 是 g(t) 的傅里叶变换。这里求的是系统在整个历史中（包括过去未来）的跃迁概率幅，这
时候，跃迁概率为

P (1 → 2) = |λ(1)
21 |2 = |V12|2|ϕ(ω0)|2/ℏ2 (6− 95)

而 ϕ(ω0) 的逆变换为

g(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ϕ(ω) exp(iωt)dω (6− 96)

6.5.13 问题6-27

推导随时间周期变化的势的微扰展开，直到二阶项。
参考答案：
设 g(t)是关于 t的一个周期函数，用 V (x, t) = V (x)g(t)作为“随时间周期变化的势”的代表（我们在

问题 6-14 和问题 6-24 中已经考虑过这种势），这里依然简记 Vmn =
∫
ϕ∗
m(xc)V (xc)ϕn(xc)dxc, Vmn(t) =∫

ϕ∗
m(xc)V (xc)g(t)ϕn(xc)dxc = Vmng(t)，一阶项我们已经知道，它是

λ(1)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
=− i

ℏ
Vmn

∫ T

0

g(t) exp
[
i

ℏ
(Em − En)t

]
dt

二阶项，在形式上也不困难，它是

λ(2)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
=

(
− i

ℏ

)2∑
j

VmjVjn

∫ T

0

∫ tc

0

g(tc) exp
[
i

ℏ
(Em − Ej)tc

]
g(td) exp

[
i

ℏ
(Ej − En)td

]
dtddtc

进一步的计算需要写出 g(t) 的具体形式。如简单的复势 g(t) = exp(−iωt)，则只需要把式 (6 − 78) 中
的 Em − En 分别换成 Em − En − ℏω，以及把式 (6− 98) 中的 Em − En, Em − Ej , Ej − En 分别换成
Em −En − 2ℏω,Em −Ej − ℏω,Ej −En − ℏω。更典型的代表是实的势 g(t) = cosωt，一阶项我们已经
在问题 6-24 计算过，这里我们来计算二阶项。

展开
g(tc)g(td) = cosωtc cosωtd

=
1

4
[exp(iωtc) exp(iωtd) + exp(−iωtc) exp(−iωtd)

+ exp(iωtc) exp(−iωtd) + exp(−iωtc) exp(iωtd)]
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所以，式 (6− 98) 是四项之和：

4λ(2)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
=

∑
j

VmjVjn
Ej − En − ℏω

{
exp

[
i
ℏ(Em − En − 2ℏω)T

]
− 1

Em − En − 2ℏω
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej − ℏω)T

]
− 1

Em − Ej − ℏω

}

=+
∑
j

VmjVjn
Ej − En + ℏω

{
exp

[
i
ℏ(Em − En + 2ℏω)T

]
− 1

Em − En + 2ℏω
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej + ℏω)T

]
− 1

Em − Ej + ℏω

}

=+
∑
j

VmjVjn
Ej − En − ℏω

{
exp

[
i
ℏ(Em − En)T

]
− 1

Em − En
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej + ℏω)T

]
− 1

Em − Ej + ℏω

}

=+
∑
j

VmjVjn
Ej − En + ℏω

{
exp

[
i
ℏ(Em − En)T

]
− 1

Em − En
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej − ℏω)T

]
− 1

Em − Ej − ℏω

}
根据式 (6− 100)，只包含二阶项的 Mn→m 为

Mn→m =
1

2

∑
j

VmjVjn
Ej − En − ℏω − iϵ

+
1

2

∑
j

VmjVjn
Ej − En + ℏω − iϵ

但是式 (6− 86) 的密度要在 Ej − En ± ℏω 处重新计算。

6.5.14 问题6-28

证明：当直接跃迁和经过一个中间态的跃迁都不可能，而需要使用两个中间态时，跃迁就由下述矩
阵元决定：

Mn→m = −
∑
j

∑
k

VmjVjkVkn
(Ej − En)(Ek − En)

(6− 110)

这相应于微扰展开式中的三阶项。
参考答案：
容易类比，对于三阶项，我们有：

λ(3)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
=

(
− i

ℏ

)3∑
j

∑
k

VmjVjkVkn

×
∫ T

0

∫ tc

0

∫ td

0

exp
{
i

ℏ
[(Em − Ej)tc + (Ej − Ek)td + (Ek − En)te]

}
dtedtddtc

积分的结果是

− 1

(Ej − En)(Ek − En)

{
exp

[
i
ℏ(Em − En)T

]
− 1

Em − En
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej)T

]
− 1

Em − Ej

−(Ej − En)
exp

[
i
ℏ(Em − Ek)T

]
− 1

(Em − Ek)(Ej − Ek)
+ (Ej − En)

exp
[
i
ℏ(Em − Ej)T

]
− 1

(Em − Ej)(Ej − Ek)

}
假设当 Ek = En 和 Ej = Ek 的态，均有 Vkn = Vjk = 0（这意味着这样的跃迁不可能发生），那么净效
应就只有第一项，即

λ(3)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
= −

∑
j

∑
k

VmjVjkVkn
(Ej − En)(Ek − En)

exp
[
i
ℏ(Em − En)T

]
− 1

Em − En
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这意味着
Mn→m = −

∑
j

∑
k

VmjVjkVkn
(Ej − En)(Ek − En)

(6− 110)

6.5.15 问题6-29

设有 V (x, t) 和 U(x, t) 两种微扰作用，例如，交流电场和直流电场组合或者电场和磁场的组合。再
设某特定跃迁当 V 和 U 单独存在时均不可能发生，只有当两者一起存在时才会发生。在 V 和 U 都是
与时间无关这一假设下，证明：决定矩阵跃迁的矩阵元由

Mn→m =
∑
j

VmjUjn + UmjVjn
Em − Ej

(6− 111)

给出。再进一步设两个势都随时间周期变化，但有不同的频率 ωV 和 ωU，试求矩阵元。
参考答案：
首先考虑与时间无关的情况，W (x) = V (x) + U(x)，或者等价地 Wmn = Vmn + Umn，由于当 V

和 U 单独存在时均不可能发生跃迁，因此，具有效应的第一项是二阶项，即

Mn→m =
∑
j

∑
k

WmjWjn

Ej − En

而
WmjWjn =(Vmj + Umj)(Vjn + Ujn)

=VmjVjn + VmjUjn + UmjVjn + UmjUjn

已经说过，单独出现不能造成跃迁，因此，能造成跃迁的是 VmjWjn +WmjVjn 这部分，所以

Mn→m =
∑
j

∑
k

VmjUjn + UmjVjn
Ej − En

然后考虑“两个势都随时间周期变化，但有不同的频率 ωV 和 ωU ”的情况。我们还是先考虑复势的
情况，即

W (x, t) = V (x) exp(iωV t) + U(x) exp(iωU t)

对应地
Wmn(t) = Vmnexp(iωV t) + Umn exp(iωU t)

以及
Wmj(tc)Wjn(td) =VmjVjn exp iωV (tc + td) + UmjUjn exp iωU (tc + td)

+ VmjUjn exp(iωV tc + iωU td) + UmjVjn exp(iωV tc + iωU td)

由本文假设，前两项是没有效应的，因此

Wmj(tc)Wjn(td) = VmjUjn exp(iωV tc + iωU td) + UmjVjn exp(iωV tc + iωU td)
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代入到式 (6− 98) 得到

λ(2)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
=

(
− i

ℏ

)2∑
j

∫ T

0

∫ tc

0

Wmj(tc)Wjn(td) exp
[
i

ℏ
(Em − Ej)tc +

i

ℏ
(Ej − En)td

]
dtddtc

=
∑
j

UmjVjn
Ej − En + ℏωV

{
exp

[
i
ℏ(Em − En + ℏωV + ℏωU )T

]
− 1

Em − En + ℏωV + ℏωU
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej + ℏωU )T

]
− 1

Em − Ej + ℏωU

}

+
∑
j

VmjUjn
Ej − En + ℏωU

{
exp

[
i
ℏ(Em − En + ℏωV + ℏωU )T

]
− 1

Em − En + ℏωV + ℏωU
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej + ℏωV )T

]
− 1

Em − Ej + ℏωV

}

最后结果是

Mn→m =
∑
j

UmjVjn
Ej − En + ℏωV − iϵ

+
∑
j

VmjUjn
Ej − En + ℏωU − iϵ

接着可以考虑两个实势的情况，即

W (x, t) = V (x) cosωV t+ U(x) cosωU t

对应地
Wmn(t) = Vmn cosωV t+ Umn cosωU t

以及
Wmj(tc)Wjn(td) =VmjVjn cosωV tc cosωV td + UmjUjn cosωU tc cosωU td

+ VmjUjn cosωV tc cosωU td + UmjVjn cosωU tc cosωV td
由本文假设，前两项是没有效应的，因此

Wmj(tc)Wjn(td) = VmjUjn cosωV tc cosωU td + UmjVjn cosωU tc cosωV td

所以

λ(2)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
=

(
− i

ℏ

)2∑
j

VmjUjn

∫ T

0

∫ tc

0

cosωV tc cosωU td exp
[
i

ℏ
(Em − Ej)tc +

i

ℏ
(Ej − En)td

]
dtddtc

+

(
− i

ℏ

)2∑
j

UmjVjn

∫ T

0

∫ tc

0

cosωU tc cosωV td exp
[
i

ℏ
(Em − Ej)tc +

i

ℏ
(Ej − En)td

]
dtddtc
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积分比较繁琐，但是没有实质困难，可以预料，最终的结果有 8 项：

4λ(2)
mn exp

[
i

ℏ
(Emtb − Enta)

]
=

∑
j

VmjUjn
Ej − En + ℏωU

{
exp

[
i
ℏ(Em − En + ℏωU + ℏωV )T

]
− 1

Em − En + ℏωU + ℏωV
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej + ℏωV )T

]
− 1

Em − Ej + ℏωV

}

+
∑
j

VmjUjn
Ej − En + ℏωU

{
exp

[
i
ℏ(Em − En + ℏωU − ℏωV )T

]
− 1

Em − En + ℏωU − ℏωV
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej − ℏωV )T

]
− 1

Em − Ej − ℏωV

}

+
∑
j

VmjUjn
Ej − En − ℏωU

{
exp

[
i
ℏ(Em − En − ℏωU + ℏωV )T

]
− 1

Em − En − ℏωU + ℏωV
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej + ℏωV )T

]
− 1

Em − Ej + ℏωV

}

+
∑
j

VmjUjn
Ej − En − ℏωU

{
exp

[
i
ℏ(Em − En − ℏωU − ℏωV )T

]
− 1

Em − En − ℏωU − ℏωV
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej − ℏωV )T

]
− 1

Em − Ej − ℏωV

}

+
∑
j

UmjVjn
Ej − En + ℏωV

{
exp

[
i
ℏ(Em − En + ℏωV + ℏωU )T

]
− 1

Em − En + ℏωV + ℏωU
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej + ℏωU )T

]
− 1

Em − Ej + ℏωU

}

+
∑
j

UmjVjn
Ej − En + ℏωV

{
exp

[
i
ℏ(Em − En + ℏωV − ℏωU )T

]
− 1

Em − En + ℏωV − ℏωU
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej − ℏωU )T

]
− 1

Em − Ej − ℏωU

}

+
∑
j

UmjVjn
Ej − En − ℏωV

{
exp

[
i
ℏ(Em − En − ℏωV + ℏωU )T

]
− 1

Em − En − ℏωV + ℏωU
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej + ℏωU )T

]
− 1

Em − Ej + ℏωU

}

+
∑
j

UmjVjn
Ej − En − ℏωV

{
exp

[
i
ℏ(Em − En − ℏωV − ℏωU )T

]
− 1

Em − En − ℏωV − ℏωU
−

exp
[
i
ℏ(Em − Ej − ℏωU )T

]
− 1

Em − Ej − ℏωU

}

最后的结果是

Mn→m =
1

2

∑
j

UmjVjn
Ej − En + ℏωV − iϵ

+
1

2

∑
j

UmjVjn
Ej − En − ℏωV − iϵ

+
1

2

∑
j

VmjUjn
Ej − En + ℏωU − iϵ

+
1

2

∑
j

VmjUjn
Ej − En − ℏωU − iϵ
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7 第七章跃迁元

7.1 7-1跃迁元的定义

本小节没有习题

7.2 7-2泛函导数

求泛函导数的过程，跟求普通导数一样，不同的地方是：把 d 换成了 δ，以及有可能要多次使用分
部积分法，使得结果写成下面的形式 ∫

G[x(t)]δx(t)dt

那么 G[x(t)] 便是所求泛函导数。

7.2.1 问题7-1

如果 S[x(t)] =
∫ tb
ta
L(ẋ, x, t)dt，证明，对于任何在 ta 和 tb 的区域中的 s，有

δS

δx(s)
= − d

ds

(
∂L

∂ẋ

)
+
∂L

∂x
(7− 25)

其中偏导数取 t = s 处的值。
参考答案：
直接变分就有

δS[x(t)] =δ

∫ tb

ta

L(ẋ, x, t)dt

=

∫ tb

ta

δL(ẋ, x, t)dt

=

∫ tb

ta

[
∂L

∂x
δx+

∂L

∂ẋ
(δx)′

]
dt (现在可以对第二项分部积分)

=

∫ tb

ta

[
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

]
δxdt+

∂L

∂ẋ
(δx)

∣∣∣∣tb
ta

=

∫ tb

ta

[
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

]
δxdt

最后是因为 δ(ta) = δ(tb) = 0。此时，我们就有

δS

δx
=
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

或者写成式 (7− 25) 的形式。

7.2.2 问题7-2

如果 F [x] = x(t)，证明：
δF

δx(s)
= δ(t− s) (7− 26)
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参考答案：

δF = δx(t) =

∫ ∞

−∞
δ(t− s)δx(s)ds

所以 δF
δx(s)

= δ(t − s)。注意，这里使用了两个不同意义的 δ，实在是不得已而为之，请读者见谅。
δx(t) 中的 δ，是变分号，表示增量变化，而 δ(t− s) 中的 δ，表示的是狄拉克 δ 函数。

7.2.3 问题7-3

证明

F [j(r, t)] = exp
[
1

2

∫∫∫∫
j(r1, t1)j(r2, t2)R(r2 − r1, t2 − t1)d

3r2dt2d
3r1dt1

]
的泛函导数由下式给出：

δF

δj(x, s)
= F

∫∫
1

2
j(r, t)[R(r − x, t− s) +R(x− r, s− t)]d3rdt (7− 27)

注意：函数 j(r, t) 是四个变量 (rx, ry, rz, t) 的函数。这样，像式 (7− 14) 中所使用的单个坐标 s 必须
换成坐标组 (x, y, z, s)，才能明确规定泛函导数所要取值的点。

参考答案：
这里的 r 与 t 地位完全是一样的，因此，没有必要区分开来，我们可以设 ξ = (r, t)，把泛函写为

F [j(ξ)] = exp
[
1

2

∫∫
j(ξ1)j(ξ2)R(ξ2 − ξ1)d

4ξ2d
4ξ1

]
而式 (7− 27) 写为

δF

δj(ξ′)
= F

∫
1

2
j(ξ)[R(ξ − ξ′) +R(ξ′ − ξ)]d4ξ (7− 27)

这样既能够简化记号，又体现了对称性，何乐而不为呢？
现在求泛函导数，即

δF [j(ξ)] =δ exp
[
1

2

∫∫
j(ξ1)j(ξ2)R(ξ2 − ξ1)d

4ξ2d
4ξ1

]
=F × 1

2
δ

∫∫
j(ξ1)j(ξ2)R(ξ2 − ξ1)d

4ξ2d
4ξ1

=
1

2
F ×

[∫∫
δj(ξ1)j(ξ2)R(ξ2 − ξ1)d

4ξ2d
4ξ1 +

∫∫
j(ξ1)δj(ξ2)R(ξ2 − ξ1)d

4ξ2d
4ξ1

]
=
1

2
F ×

[∫∫
δj(ξ1)j(ξ2)R(ξ2 − ξ1)d

4ξ2d
4ξ1 +

∫∫
j(ξ2)δj(ξ1)R(ξ1 − ξ2)d

4ξ1d
4ξ2

]
=
1

2
F ×

∫ [∫
j(ξ2)R(ξ2 − ξ1)d

4ξ2 +

∫
j(ξ2)R(ξ1 − ξ2)d

4ξ2

]
δj(ξ1)d

4ξ1

去掉 δj(ξ1)d
4ξ1 部分的一重积分，然后将 ξ2 换为 x，将 ξ1 换为 ξ’，就得到

δF

δj(ξ′)
=

1

2
F

∫
j(ξ)[R(ξ − ξ′) +R(ξ′ − ξ)]d4ξ

然后将 ξ 换回 (t, t)，将 ξ′ 换回 (x, s)，积分 d4ξ1 换回 d3rdt，就得到所求的式 (7− 27)。
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7.2.4 问题7-4

讨论为什么积出的部分消失了。
参考答案：
积分 Dx(t) 实际上是无穷维积分，那么，式 (7− 32) 的左边是下式的极限∫

. . .

∫
∂F (x0, x1, . . . , xN−1, xN )

∂xk
exp

[
i

ℏ
S(x0, x1, . . . , xN−1, xN )

]
dx1 . . . dxN−1

要注意积分元只是 N − 1 个，因为 x0 = xa, xN = xb 是固定的边界点。这样，我们可以把对 xk 的积分
使用分部积分，得到∫

. . .

∫
F exp

(
i

ℏ
S

)
dx1 . . . dxk−1dxk+1 . . . dxN−1

∣∣∣∣xk=∞

xk=−∞
− i

ℏ

∫
. . .

∫
F
∂S

∂xk
exp

(
i

ℏ
S

)
dx1 . . . dxN−1

其中，第一项中我们已经将 xk 单独积分出来了，它等于零，或者说，等价于零。这是因为 exp
(
i
ℏS
)

是关于 xk 的虚指数函数，当它单独取极限时，等价于 0（即 limx→∞ f(x) exp(ix2) 等于 0，类似
limx→∞ f(x) exp(−x2) = 0，只要 f(x) 的增长速度低于 exp(−x2)。）。

7.2.5 问题7-5

有人争论说：因为式 (7− 33) 只适用于直角坐标，式 (7− 34) 可能引起误解。要求论证这一问题，
例如研究应用求坐标的相应关系所得的结果，即找出 ⟨∂F/∂rk⟩S。

参考答案：
事实上，式 (7− 33) 确实只适用于直角坐标，为了找出 ⟨∂F/∂rk⟩S，可以遵循以下思路：⟨

∂F

∂rk

⟩
S

=

∫∫∫
∂F

∂rk
exp

(
i

ℏ
S

)
Dx(t)Dy(t)Dz(t)

=

∫∫∫ (
∂xk
∂rk

∂F

∂xk
+
∂yk
∂rk

∂F

∂yk
+
∂zk
∂rk

∂F

∂zk

)
exp

(
i

ℏ
S

)
Dx(t)Dy(t)Dz(t)

=− i

ℏ

∫∫∫ (
∂xk
∂rk

∂S

∂xk
+
∂yk
∂rk

∂S

∂yk
+
∂zk
∂rk

∂S

∂zk

)
F exp

(
i

ℏ
S

)
Dx(t)Dy(t)Dz(t)

−
∫∫∫ (

∂

∂xk

∂xk
∂rk

+
∂

∂yk

∂yk
∂rk

+
∂

∂zk

∂zk
∂rk

)
F exp

(
i

ℏ
S

)
Dx(t)Dy(t)Dz(t)

=− i

ℏ

∫∫∫
∂S

∂rk
F exp

(
i

ℏ
S

)
Dx(t)Dy(t)Dz(t)

−
∫∫∫ (

∂

∂xk

∂xk
∂rk

+
∂

∂yk

∂yk
∂rk

+
∂

∂zk

∂zk
∂rk

)
F exp

(
i

ℏ
S

)
Dx(t)Dy(t)Dz(t)

其中，第一项正好是

− i

ℏ

⟨
F
∂S

∂rk

⟩
S

但是第二项并非恒等于零，因此关系式 (7 − 33) 或者 (7 − 34) 只适用于直角坐标系；要用到其他坐标
系中，需要引入修正项（即上式中的第二项）。
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7.3 7-3某些特殊泛函的跃迁元

7.3.1 问题7-6

对在三维空间 (x, y, z) 中运动的粒子，证明

⟨(xk+1 − xk)
2⟩ = ⟨(yk+1 − yk)

2⟩ = ⟨(zk+1 − zk)
2⟩ = − ℏϵ

im
⟨1⟩ (7− 50)

⟨(xk+1 − xk)(yk+1 − yk)⟩ = ⟨(xk+1 − xk)(zk+1 − zk)⟩ = ⟨(yk+1 − yk)(zk+1 − zk)⟩ = 0 (7− 51)

参考答案：
式 (7− 35) 到式 (7− 49) 的结果，基本上都可以平行地过渡到三维空间，而式 (7− 40) 在三维空

间中的形式也是一样的（需要求 yk, zk 分量的，把 xk 换成 yk, zk 即可），因此，在三维空间中，依然
成立式 (7− 49)： ⟨(

xk+1 − xk
ϵ

)2
⟩

= − ℏ
imϵ

⟨1⟩

其实两个分量也一样 ⟨(
yk+1 − yk

ϵ

)2
⟩

= − ℏ
imϵ

⟨1⟩ =

⟨(
zk+1 − zk

ϵ

)2
⟩

两端都乘以 ϵ2，就得到式 (7− 50)。
至于式 (7− 51)，只需要在式 (7− 40) 或式 (7− 43) 中，取 F = yk，则得到⟨

yk

[
m

(
xk+1 − 2xk + xk−1

ϵ2

)
+ V ′(xk)

](
xk+1 − xk

ϵ

)2
⟩

= 0

两边乘以 ϵ2，并取 ϵ→ 0 的极限，得到

0 = ⟨yk (xk+1 − 2xk + xk−1)⟩ = ⟨yk (xk+1 − xk)− yk (xk − xk−1)⟩

如对式 (7− 47) 的分析一样，在 ϵ→ 0 的极限时，yk (xk − xk−1) 与 yk+1 (xk+1 − xk) 是相等的，那么
可以用 yk+1 (xk+1 − xk) 替换掉上式的 yk (xk − xk−1)，得到

0 = ⟨(yk − yk+1) (xk+1 − xk)⟩

此即等价于式 (7− 51) 的第一式，余下两式类似，证略。

7.3.2 问题7-7

证明，对于任何二次型的作用量，有

⟨x(t)⟩ = x̄(t)⟨1⟩ (7− 57)

参考答案：
二次型的作用量意味着对应的经典运动方程是线性的，也就是说，对应的式 (7− 42)，变为

⟨L x(t)⟩ = 0
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这里的 L 是一个线性算子，由对 t 求导、乘上一个常数或者加上一个常数等线性操作组成。由于算子
所涉及到的变量跟路径积分部分的变量无关，因此，求平均与线性算子可以交换位置，即

L ⟨x(t)⟩ = 0

这只不过是关于 ⟨x(t)⟩ 的线性微分方程，跟经典运动方程是一样的，并且边界条件也一致：

⟨x(ta)⟩ = xa⟨1⟩, ⟨x(tb)⟩ = xb⟨1⟩

这只不过就是说，关于 ⟨x(t)⟩ 的一切内容，跟经典运动方程一致，只不过以 ⟨1⟩ 为单位而已，所以结果
显然是

⟨x(t)⟩ = x̄(t)⟨1⟩

这里 x̄(t) 是经典运动方程。

7.3.3 问题7-8

当势不是常数而是对应于受迫谐振子时，找到 ⟨x(t)x(s)⟩ = g(t, s) 的跃迁元。通过找到 g(t, s) 的
微分方程，并尝试下面的解来找此跃迁元：

⟨x(t)x(s)⟩ = g(t, s) = [x̄(t)x̄(s) +G(t, s)]⟨1⟩ (7− 65)

寻找一个表明 G 与端点 xa 和 xb 无关，也与力函数 [势的梯度 γ(t)] 无关的 G(t, s) 的方程。普遍地证
明（T = tb − ta），

G(t, s) =


ℏ
im

sinωt sinω(T − s)

ω sinωT 当t < s

ℏ
im

sinωs sinω(T − t)

ω sinωT 当t > s

(7− 66)

参考答案：
式 (7− 59) 已经给出了一般结果，我们再次写出

⟨ẍ(t)x(s)⟩+ 1

m
⟨V ′(x(t))x(s)⟩ = ℏ

im
δ(t− s)⟨1⟩ (7− 59)

对于受迫谐振子
V (x) =

1

2
ω2x2(t) + f(t)x(t)

也就是
V ′(x) = ω2x(t) + f(t)

那么（由于是路径积分，f(t) 与路径无关，所以相当于常数，可以提取出来）

⟨ẍ(t)x(s)⟩+ ω2⟨x(t)x(s)⟩+ f(t)

m
⟨x(s)⟩ = ℏ

im
δ(t− s)⟨1⟩

在求解之前，我们可以设
⟨x(t)x(s)⟩ = G(t, s) + x̄(t)x̄(s)⟨1⟩

其中 x̄(t) 是对应的经典运动方程。根据问题 7-7，我们已经知道 x̄(t)x̄(s)⟨1⟩ = x̄(t)⟨x(s)⟩，而对于经典
路径有 ¨̄x(t) + ω2x̄(t) + f(t)/m = 0，也就是说，x̄(t)x̄(s)⟨1⟩ 满足

¨̄x(t)x̄(s)⟨1⟩+ ω2x̄(t)x̄(s)⟨1⟩+ f(t)

m
⟨x(s)⟩ = 0
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那么根据解的合成法则，G(t, s) 只需要满足⟨
∂2G(t, s)

∂t2

⟩
+ ω2⟨G(t, s)⟩ = ℏ

im
δ(t− s)⟨1⟩

这变成了求对应的齐次方程的格林函数问题了，它与绝对时间无关，只和相对时间 T = tb− ta 有关，因
此简单起见可以设 ta = 0, tb = T，边界条件为 G(0, s) = G(T, s) = 0。同样地，我们分两种情况求解，
对于 t > s，我们有 ⟨

∂2G(t, s)

∂t2

⟩
+ ω2⟨G(t, s)⟩ = 0

解得
G(t, s) = a(s) sinωt+ b(s) sinω(t− T )

留意边界条件 G(T, s) = 0，得 a(s) = 0，所以

G(t, s) = b(s) sinω(t− T )

对于 t < s，也有 ⟨
∂2G(t, s)

∂t2

⟩
+ ω2⟨G(t, s)⟩ = 0

解得
G(t, s) = A(s) sinωt+B(s) sinω(t− T )

留意边界条件 G(0, s) = 0，得 B(s) = 0，所以

G(t, s) = A(s) sinωt

注意 s, t 必然是对称的，因此，对于 s < t（在第二解中，把 t, s 互换），必然也有

G(t, s) = A(t) sinωs

所以 b(s) sinω(t− T ) ≡ A(t) sinωs，令 s→ 0，得到 A(t) = C sinω(t− T )，其中 C = lim
s→0

b(s)/ sinωs；
令 t→ T，得 b(s) = D sinωs，其中 D = lim

t→T
A(t)/ sinω(t− T )。现在有G(t, s) = D sinω(t− T ) sinωs, (t > s)

G(t, s) = C sinω(s− T ) sinωt, (t < s)

现在只差两个常数了，G(t, s) 关于 t 显然是连续的（在稍微不同时刻做的统计，结果应该是近似
的），因此两个 G(t, s) 在 t = s 时应该相等，这给出 C = D，所以最后只剩下一个常数。我们还没有
用到 δ(t− s)，由于 ⟨

∂2G(t, s)

∂t2

⟩
+ ω2⟨G(t, s)⟩ = ℏ

im
δ(t− s)⟨1⟩

而 G(t, s) 关于 t 显然是连续的（在稍微不同时刻做的统计，结果应该是近似的），所以，δ(t− s) 这一
项只能来源于二阶导数项，这就意味着 G(t, s) 的一阶导数在 t = s 时发生了跳跃，幅度为 ℏ⟨1⟩/im11，

11这是根据
d

dx
θ(x) = δ(x)

其中

θ(x) =

 1, x ≥ 0

0, x < 0
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即
∂

∂t
Gt>s(t, s)

∣∣∣∣
t=s

− ∂

∂t
Gt<s(t, s)

∣∣∣∣
t=s

=
ℏ
im

这时
Cω cosω(s− T ) sinωs− Cω sinω(s− T ) cosωs = ℏ

im
⟨1⟩

这正好是
Cω sinωT =

ℏ
im

⟨1⟩ ⇒ C =
ℏ
im

1

ω sinωT ⟨1⟩

代入即得式 (7− 66)。

7.4 7-4二次型作用量的一般结果

7.4.1 问题7-9

应用上述结果证明，若谐振子作用量为

S =
m

2

∫ tb

ta

[ẋ2 − ω2x2]dt

则 ⟨
exp

[
i

ℏ

∫ tb

ta

f(t)x(t)dt

]⟩
= ⟨1⟩ exp

{ i
ℏ

mω

2 sinωT

×
[
2xb
mω

∫ tb

ta

f(t) sinω(t− ta)dt+
2xa
mω

∫ tb

ta

f(t) sinω(tb − t)dt

− 2

m2ω2

∫ tb

ta

∫ t

ta

f(t)f(s) sinω(tb − t) sinω(s− ta)dsdt

]}
其中 xa, xb 为振子的始态、终态坐标，T = tb − ta。

参考答案：
本题并没有什么难度，只是常规的代入而已。式 (7 − 68) 已经告诉了我们答案，然后把问题 3-11

中的式 (3− 66) 代入，就可以得到答案。

7.4.2 问题7-10

证明：对于任何二次型泛函，若我们写下

⟨x(t)⟩ = x̄(t)⟨1⟩ 和 ⟨x(t)x(s)⟩ =
[
x̄(t)x̄(s) +

ℏ
i
G(t, s)

]
⟨1⟩

则

⟨x(t)x(s)x(u)⟩ =
[
x̄(t)x̄(s)x̄(u) +

ℏ
i
x̄(t)G(s, u) +

ℏ
i
x̄(s)G(t, u) +

ℏ
i
x̄(u)G(t, s)

]
⟨1⟩

找出四个 x 乘积的跃迁元。[提示：因为 S′
cl − Scl 是 f 的二次型泛函，并且当 f = 0 时它等于 0，所以

它的数学形式必然为

S′
cl − Scl =

1

2

∫∫
f(t)f(s)G(t, s)dtds+

∫
x̄(t)f(t)dt

其中 G 和 x̄ 是某种函数。]
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参考答案：
从求解问题 3-11 的过程中，我们应该可以领悟到，对于任意的二次型问题，所求的作用量必然是

S′
cl = Scl +

1

2

∫∫
f(t)f(s)G(t, s)dtds+

∫
x̄(t)f(t)dt

其中，Scl 是在没有外力的情况下的作用量（即对应的齐次方程），x̄(t) 是在没有外力的情况下的经典
路径，而 G(t, s) 就是对应的齐次方程的格林函数。

这样我们就知道，S′
cl − Scl 最多与 f 的二次项有关，也就意味着，对 S′

cl − Scl 的三阶或三阶以上
的变分为 0。这样

⟨x(t)x(s)x(u)⟩ =⟨1⟩
(
ℏ
i

)3
δ3

δf(t)δf(s)δf(u)
exp

[
i

ℏ
(S′
cl − Scl)

]
=⟨1⟩

(
ℏ
i

)
δ

δf(u)

{[
ℏ
i

δ2S′
cl

δf(t)δf(s)
+

δS′
cl

δf(t)

δS′
cl

δf(s)

]
exp

[
i

ℏ
(S′
cl − Scl)

]}
=⟨1⟩

[(
ℏ
i

)2
δ3S′

cl

δf(t)δf(s)δf(u)
+

ℏ
i

δ2S′
cl

δf(t)δf(s)

δS′
cl

δf(u)
+

ℏ
i

δ2S′
cl

δf(s)δf(u)

δS′
cl

δf(t)

+
ℏ
i

δ2S′
cl

δf(u)δf(t)

δS′
cl

δf(s)
+

δS′
cl

δf(t)

δS′
cl

δf(s)

δS′
cl

δf(u)

]
exp

[
i

ℏ
(S′
cl − Scl)

]
然后取 f = 0，这相当于先把指数部分去掉，然后把 δS′

cl

δf(t)
换为 x̄(t)，再把 δ2S′

cl

δf(t)δf(s)
换为 G(t, s)，而三

阶以上的导数则为 0，结果为

⟨x(t)x(s)x(u)⟩ =
[
x̄(t)x̄(s)x̄(u) +

ℏ
i
x̄(t)G(s, u) +

ℏ
i
x̄(s)G(t, u) +

ℏ
i
x̄(u)G(t, s)

]
⟨1⟩

对于 ⟨x(t)x(s)x(u)x(v)⟩，结果是[
x̄(t)x̄(s)x̄(u)x̄(v) +

(
ℏ
i

)2

G(t, s)G(u, v) +

(
ℏ
i

)2

G(s, u)G(t, v) +

(
ℏ
i

)2

G(u, t)G(s, v)

+
ℏ
i
G(t, s)x̄(u)x̄(v) +

ℏ
i
G(t, u)x̄(s)x̄(v) +

ℏ
i
G(t, v)x̄(s)x̄(u)

+
ℏ
i
G(s, u)x̄(t)x̄(v) +

ℏ
i
G(s, v)x̄(t)x̄(u) +

ℏ
i
G(u, v)x̄(t)x̄(s)

]
⟨1⟩

其实就是用若干个 ℏ
i
G(t, s), x̄(t) 组合起来，t, s, u, v 各出现一次，把每种情况都只列举一次，然后加起

来。（注意，两个 G 的组合只有三种，因为 G(t, s) = G(s, t)）由此规则不难写出五个 x 乘积的跃迁元，
只不过更加长而已。

7.5 7-5跃迁元与算符记号

7.5.1 问题7-11

若

χ(p) =

∫ ∞

−∞
χ(x) exp

(
− i

ℏ
px

)
dx

ψ(p) =

∫ ∞

−∞
ψ(x) exp

(
− i

ℏ
px

)
dx

(7− 80)
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证明： ∫ ∞

−∞
χ∗(x)

ℏ
i

∂ψ(x)

∂x
dx =

∫ ∞

−∞
χ∗(p)pψ(p)

dp

2πℏ
(7− 81)

参考答案：
式 (7− 80) 实际上就是一个傅里叶变换的过程，逆变换为

χ(x) =
1

2πℏ

∫ ∞

−∞
χ(p) exp

(
i

ℏ
px

)
dp

ψ(x) =
1

2πℏ

∫ ∞

−∞
ψ(q) exp

(
i

ℏ
qx

)
dq

所以∫ ∞

−∞
χ∗(x)

ℏ
i

∂ψ(x)

∂x
dx =

(
1

2πℏ

)2 ∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
χ∗(p) exp

(
− i

ℏ
px

)
dp

∫ ∞

−∞
qψ(q) exp

(
i

ℏ
qx

)
dp

=
1

2πℏ

∫∫ ∞

−∞
dpdqχ∗(p)qψ(q)

∫ ∞

−∞
exp

(
i

ℏ
qx− i

ℏ
px

)
dx

2πℏ︸ ︷︷ ︸
正好是一个δ(q−p)

=
1

2πℏ

∫∫ ∞

−∞
dpdqχ∗(p)qψ(q)δ(q − x)

=
1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dpχ∗(p)pψ(p)

7.5.2 问题7-12

若 g 只是位置的任意函数，证明：⟨
χ

∣∣∣∣dgdt
∣∣∣∣ψ⟩ =

⟨
χ

∣∣∣∣g(xk+1)− g(xk)

ϵ

∣∣∣∣ψ⟩ = − i

ℏ

∫ ∞

−∞
χ∗(gH −Hg)ψdx (7− 89)

考虑 g 也是时间函数的情形，证明：dg/dt 的跃迁元等价于算符 −(i/ℏ)(gH −Hg) + ∂g/∂t 的跃迁元。
参考答案：
参考得到式 (7− 78) 的过程即可。显式写出来是⟨
χ

∣∣∣∣dgdt
∣∣∣∣ψ⟩ =

⟨
χ

∣∣∣∣g(xk+1)− g(xk)

ϵ

∣∣∣∣ψ⟩
=
1

ϵ
[⟨χ |g(xk+1)|ψ⟩ − ⟨χ |g(xk)|ψ⟩]

=
1

ϵ

[∫
χ∗(xk+1, tk+1)g(xk+1)ψ

∗(xk+1, tk+1)dxk+1 −
∫
χ∗(xk, tk)g(xk)ψ

∗(xk, tk)dxk

]
=
1

ϵ

[∫
χ∗(x, tk+1)g(x)ψ

∗(x, tk+1)dx−
∫
χ∗(x, tk)g(x)ψ

∗(x, tk)dx

]
最后一步是因为，积分变量 xk+1, xk 只不过是一个记号罢了，全部统一换为 x 更简单。

然后，代入 t = tk, tk+1 = tk + ϵ = t+ ϵ，然后使用式 (7− 75) 和式 (7− 76) 的近似，得到⟨
χ

∣∣∣∣dgdt
∣∣∣∣ψ⟩ =− i

ℏ

[∫
χ∗(x, t)g(x)[Hψ∗(x, t)]dx−

∫
[Hχ(x, t)]∗g(x)ψ∗(x, t)dx

]
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由于 H 是厄米算符，因此满足式 (4− 30)，这就意味着∫
[Hχ(x, t)]∗g(x)ψ∗(x, t)dx =

∫
χ(x, t)∗H[g(x)ψ∗(x, t)]dx

代入前一式，结果就是 ⟨
χ

∣∣∣∣dgdt
∣∣∣∣ψ⟩ = − i

ℏ

∫ ∞

−∞
χ∗(gH −Hg)ψdx (7− 89)

如果 g 与时间有关，那么⟨
χ

∣∣∣∣dgdt
∣∣∣∣ψ⟩ =

⟨
χ

∣∣∣∣g(xk+1, tk+1)− g(xk, tk)

ϵ

∣∣∣∣ψ⟩
=
1

ϵ
[⟨χ |g(xk+1, tk + ϵ)|ψ⟩ − ⟨χ |g(xk, tk)|ψ⟩]

=
1

ϵ

[
⟨χ |g(xk+1, tk)|ψ⟩+ ϵ

⟨
χ

∣∣∣∣ ∂g∂tk
∣∣∣∣ψ⟩− ⟨χ |g(xk, tk)|ψ⟩

]
因此，相比与 t 无关的情况，多出了一个 ∂g/∂t 项。

7.5.3 问题7-13

证明：

⟨χ |mẍ|ψ⟩ = − i

ℏ

∫ ∞

−∞
χ∗(pH −Hp)ψdx (7− 90)

对于由算符或其他方式给出的任何量 A，论证 dA/dt 等价于 −(i/ℏ)(AH −HA) + ∂A/∂t

参考答案：
由于 mẍ = d(mẋ)/dt = ṗ，因此，将 g = p 代入问题 7-12 的结果即可。后半问的过程跟问题 7-12

类似，只不过把 g 换为 A，即便 A 是算符结果也是一样的。（事实上，在问题 7-12 中，我们并没有指
出 g 是函数还是算符，也就是说，问题 7-12 的过程本来就是对算符也成立的，记号也可以完全一样。）

7.5.4 问题7-14

证明：(m/ϵ)(xk+1 − xk)f(xk+1) 的跃迁概率幅等价于 (f · p) 的跃迁概率幅。
参考答案：
令 F = (m/ϵ)(xk+1 − xk)f(xk+1)，那么

⟨χ|F |ψ⟩ =m
ϵ

∫
χ∗(xk+1, t)f(xk+1)xk+1ψ(xk+1, t)dxk+1

− m

ϵ

∫∫
χ∗(xk+1, t)f(xk+1)K(xk+1, t;xk, t− ϵ)xkψ(xk, t− ϵ)dxkdxk+1

这里的 t = tk+1。由薛定谔方程的推导过程得到∫
K(xk+1, t;xk, t− ϵ)g(xk, t− ϵ)dxk = g(xk+1, t− ϵ)− iϵ

ℏ
Hg(xk+1, t− ϵ)

然后根据式 (7− 75)

ψ(xk, t− ϵ) = ψ(xk, t) +
iϵ

ℏ
Hψ(xk, t)
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将这两个式子代入原始的式子，保留 ϵ 的一阶项，完成对 xk 的积分，得到

⟨χ|F |ψ⟩ = mi

ℏ

∫
χ∗(xk+1, t)f(xk+1) (Hxk+1 − xk+1H)ψ(xk, t)dxk+1

这也就意味着
⟨χ|F |ψ⟩ = ⟨χ|f · p|ψ⟩

7.5.5 问题7-15

证明：对于两个相继动量，上述规则适用，就是说⟨
χ

∣∣∣∣mxk+1 − xk
ϵ

m
xk − xk−1

ϵ

∣∣∣∣ψ⟩ =

∫∫
χ∗(y, t)ppψ(x, t)dxdy

=− ℏ2

∫∫
χ∗(y, t)

∂2

∂x2
ψ(x, t)dxdy

(7− 97)

参考答案：
本题的难度在于它涉及到了 ϵ的二阶项，换言之，要求精度较高，因此，近似式 (7−75)和 (7−76)

都不再适用。
对于薛定谔方程

ℏ
i

∂

∂t
ϕ = Hϕ

这里假设 H 与时间无关，那么它有一个形式解

ϕ(x, t) = exp
(
i

ℏ
tH

)
ϕ(x, 0) =

∞∑
n=0

1

n!

(
i

ℏ

)n
tnHnϕ(x, 0)

这个解是精确的。
对于所求的

m
xk+1 − xk

ϵ
m
xk − xk−1

ϵ
=
m2

ϵ2
(
xk+1xk − x2k − xk+1xk−1 + xkxk−1

)
因此

ϵ2

m2

⟨
χ

∣∣∣∣mxk+1 − xk
ϵ

m
xk − xk−1

ϵ

∣∣∣∣ψ⟩ =

∫ (
e−iϵH/ℏχ

)∗
xe−iϵH/ℏ (xψ) dx−

∫
χ∗x2ψdx

−
∫ (

e−iϵH/ℏχ
)∗
xe−2iϵH/ℏ (xeiϵH/ℏψ

)
dx+

∫
χ∗xe−iϵH/ℏ (xe−iϵH/ℏψ

)
dx

这是类比式 (7− 92) 给出的，只不过在式 (7− 92) 中，对时间的传播用对 K 的积分来描述，这里
用 eitH/ℏ 来描述。里边省略了 t = tk，它是以 tk 为基准，往前传播就乘以 e−iϵH/ℏ，往后传播就乘以
eiϵH/ℏ。

注意到 H 是厄米算符（即满足式 (4 − 30)），容易证明 Hn 也是，类似地可以定义 cos(tH/ℏ) 和
sin(tH/ℏ)，它们都是厄米算符，但是 e−itH/ℏ = cos(tH/ℏ)− i sin(tH/ℏ) 不是厄米算符，因为虚数单位
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i 不是厄米的。据此，上式第一项积分可以改写成∫
[cos(ϵH/ℏ)χ− i sin(ϵH/ℏ)χ]∗ xe−iϵH/ℏ (xψ) dx

=

∫ {
[cos(ϵH/ℏ)χ]∗ + i [sin(ϵH/ℏ)χ]∗

}
xe−iϵH/ℏ (xψ) dx

=

∫
χ∗ [cos(ϵH/ℏ) + i sin(ϵH/ℏ)]xe−iϵH/ℏ (xψ) dx

=

∫
χ∗eiϵH/ℏxe−iϵH/ℏ (xψ) dx

其他几项类似：

ϵ2

m2

⟨
χ

∣∣∣∣mxk+1 − xk
ϵ

m
xk − xk−1

ϵ

∣∣∣∣ψ⟩
=

∫
χ∗ (eiϵH/ℏxe−iϵH/ℏx− x2 − eiϵH/ℏxe−2iϵH/ℏxeiϵH/ℏ + xe−iϵH/ℏxeiϵH/ℏ)ψdx

接下来展开到 ϵ 的二阶项即可，跟普通的泰勒展开式是一样的，但是要注意算子运算的不可交换性，因
此在求导的时候，要保持顺序。这是一个冗长、需要细心的过程，最终，括号部分的展开式为：

1

2
ϵ2[(H2x2 + xH2x− 2HxHx)

− (H2x2 + 4xH2x+ x2H2 − 4HxHx− 4xHxH + 2Hx2H)

+ (xH2x+ x2H2 − 2xHxH)]

它等于 ϵ2(HxHx− xHxH −HxxH + xHxH) = ϵ2(Hx− xH)2 代入就得到式 (7− 97)。
对于 H 与时间 t 有关的情况，笔者愚钝，暂时没想出较好的办法。

7.5.6 问题7-16

如果 tj = t, tk = s，则对于 tj > tk，证明：⟨
χ

∣∣∣∣xjmxk+1 − xk
ϵ

∣∣∣∣ψ⟩ =

∫∫
χ∗(x, t)xK(x, t; y, s)

ℏ
i

∂

∂y
ψ(y, s)dydx (7− 798)

若 tj < tk，则结果如何？
参考答案：
从上一问题中，我们可以清楚知道，求这些相继变量的跃迁元，只需要依次插入相应的 e−itH/ℏ，由

于这个解是精确的，我们不用担心精度问题。最后，取相应的近似表达式。例如，本题中：

xjm
xk+1 − xk

ϵ
=
m

ϵ
(xjxk+1 − xjxk)

则 ⟨
χ

∣∣∣∣xjmxk+1 − xk
ϵ

∣∣∣∣ψ⟩
=
m

ϵ

∫
χ∗(x, t)xe−i(t−s−ϵ)H/ℏxe−iϵH/ℏψ(x, s)dx− m

ϵ

∫
χ∗(x, t)xe−i(t−s)H/ℏxψ(x, s)dx

=
m

ϵ

∫
χ∗(x, t)xe−i(t−s)H/ℏ (eiϵH/ℏxe−iϵH/ℏ − x

)
ψ(x, s)dx
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对比式 (7− 95)，发现 m
ϵ

(
eiϵH/ℏxe−iϵH/ℏ − x

)
正好是动量算符。于是⟨

χ

∣∣∣∣xjmxk+1 − xk
ϵ

∣∣∣∣ψ⟩ =

∫
χ∗(x, t)xe−i(t−s)H/ℏpψ(x, s)dx

而 e−i(t−s)H/ℏ 可以写成乘以 K 再积分的形式：∫
χ∗(x, t)xe−i(t−s)H/ℏpψ(x, s)dx =

∫∫
χ∗(x, t)xK(x, t; y, s)pψ(y, s)dydx

这就是所求的式子。
读者可能觉得有点不完美，因为已经说过 eitH/ℏ 这种形式的解只适用于不显含时间的 H。但事实

上对于与时间有关的情况，我们也可以进行，只不过要把 e−itH/ℏ 部分可以换成乘以 K 再积分的形式。
由于我们已经知道了 K 关于时间的一阶展开式，因此是可以完成展开的，但这里不再进行了。

7.5.7 问题7-17

应用式 (7− 40) 以及 F = (m/ϵ)(xk+1 − xk) 证明⟨
χ

∣∣∣∣m2 (xk+1 − xk)
2

ϵ2

∣∣∣∣ψ⟩ =
mℏ
iϵ

⟨χ |1|ψ⟩+
⟨
χ

∣∣∣∣mxk+1 − xk
ϵ

m
xk − xk−1

ϵ

∣∣∣∣ψ⟩ (7− 99)

参考答案：
将 F = (m/ϵ)(xk+1 − xk) 代入式 (7− 40)，得到

−m
ϵ
⟨1⟩ =− iϵ

ℏ

⟨
m
xk+1 − xk

ϵ

[
m

(
xk+1 − 2xk + xk−1

ϵ2

)
+ V ′(xk)

]⟩
− i

ℏ

⟨
m
xk+1 − xk

ϵ

[
m

(
xk+1 − xk

ϵ
−m

xk − xk−1

ϵ

)
+ ϵV ′(xk)

]⟩
− i

ℏ

⟨
m2 (xk+1 − xk)

2

ϵ2
−m

xk+1 − xk
ϵ

m
xk − xk−1

ϵ
+m(xk+1 − xk)V

′(xk)

⟩
m(xk+1 − xk)V

′(xk) 是在两个相继时间内求值的，它是 ϵ 的量级，当 ϵ→ 0 时它为 0，因此

m

ϵ
⟨1⟩ = i

ℏ

⟨
m2 (xk+1 − xk)

2

ϵ2
−m

xk+1 − xk
ϵ

m
xk − xk−1

ϵ

⟩
=
i

ℏ

⟨
m2 (xk+1 − xk)

2

ϵ2

⟩
− i

ℏ

⟨
m
xk+1 − xk

ϵ
m
xk − xk−1

ϵ

⟩
这就是所要证的式 (7− 99)。
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8 第八章谐振子
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9 第九章量子电动力学
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10 第十章统计力学

10.1 10-1配分函数

本小节没有习题

10.2 10-2计算路径积分

10.2.1 问题10-1

证明，由谐振子组成的系统的密度矩阵的表达式为

ρ(x′, x) =

(
mω

2πℏ sinhβℏω

)1/2

exp
{
− mω

2ℏ sinhβℏω
[
(x′2 + x2) coshβℏω − 2x′x

]}
(10− 44)

此答案可以与问题 3-8 的结果比较。再证明，自由能是 kT ln[2 sinh(ℏω/2kT )]。此式可以通过直接计算
式 (10− 2) 的和来检验这后一结果。

参考答案：
我们先写出对应的路径积分表达式

ρ(x′, x) =

∫ x′

x

exp
{
−1

ℏ

∫ βℏ

0

(
m

2
ẋ2 +

mω2

2
x2
)
du

}
Dx(u)

对比问题 3-8 或者第八章的路径积分，差别仅仅在于：

xb → x′, xa → x, T → βℏ, ℏ → −iℏ, ω → iω

将它代入问题 3-8 给出的路径积分结果中，得到

ρ(x′, x) =

(
imω

2πℏ sin(iωβℏ)

)1/2

exp
{
− imω

2ℏ sin(iωβℏ)
[
(x′2 + x2) cos(iωβℏ)− 2x′x

]}
对于双曲函数，有以下变换

sinhx = −i sin(ix), coshx = cos(ix)

所以

ρ(x′, x) =

(
mω

2πℏ sinhβℏω

)1/2

exp
{
− mω

2ℏ sinhβℏω
[
(x′2 + x2) coshβℏω − 2x′x

]}
自由能 F 等于 −kT lnZ，根据式 (10− 30)，我们有

Z =

∫ ∞

−∞
ρ(x, x)dx

=

∫ ∞

−∞

(
mω

2πℏ sinhβℏω

)1/2

exp
{
−mω(coshβℏω − 1)

ℏ sinhβℏω x2
}
dx

=
1√

2(coshβℏω − 1)

对于 cosh 有类似的“倍角公式”：
2 sinh2 x+ 1 = cosh 2x
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所以
Z =

1

2 sinh(βℏω/2)
而

F = −kT lnZ = kT ln[2 sinh(ℏω/2kT )]

最后，由于我们在第八章已经知道 [式 (8− 13)]，谐振子的各个能级为 En =
(
1
2
+ n

)
ℏω，因此我

们可以直接计算式 (10− 2)：

Z =

∞∑
n=0

exp
[(

1

2
+ n

)
ℏωβ

]

= exp
(
−1

2
ℏωβ

) ∞∑
n=0

exp (−nℏωβ)

=
exp

(
− 1

2
ℏωβ

)
1− exp(−ℏωβ)

=
1

exp(ℏωβ/2)− exp(−ℏωβ/2)

注意到

sinhx =
ex − e−x

2

是 sinhx 的定义，所以上式跟路径积分的结果是一样的。

10.3 10-3量子力学效应

10.3.1 问题10-2 (1)

应用第三章的方法，特别是用式 (3− 66) 解这个路径积分∫ ∞

−∞

∫ xa−x̄

xa−x̄
exp

{
−1

ℏ

∫ βℏ

0

[
m

2
ẏ2 +

1

2
V ′′(0)y2 − iky

β

]
du

}
Dy(u)

dk

2π
(10− 55)

记住，此问题中有关的路径的初末点相同，完成这个路径积分需要求遍这个点的所有值，最后，对
所有 k 值完成积分，以便得到如下的解（近似到 V ′′(0) 一阶）：

const.
βℏω/2

sinh(βℏω/2) = const.

[
1− β2ℏ2

24m
V ′′(x̄) + . . .

]
(10− 56)

参考答案：
（1）
首先指出，费曼这里的记号是比较混乱的，当他写出 V ′′(x̄) 时，V 的自变量是 x，当他写 V ′′(0)

时，自变量是 y。所以这两个代表着同一个东西，如果读者实在弄不清楚，那么只需要记得 V ′′(x̄) 就是
V ′′(0)。

然后，有必要给大家整理一下 10-3 节所用的方法，至少我个人来说觉得不容易弄懂，但这又是路
径积分中一个很重要的计算技巧（用路径积分方法求氢原子的精确解也用到了这个技巧。）。先用一个
简单的二重积分为例，说明这个方法。让我们考虑积分∫∫

S

ρ(x, y)dxdy
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如果把 ρ(x, y) 看成面密度，那么这个积分就相当于求面 S 的质量。由于
∫∞
−∞ δ(c0 − c)dc = 1，所以我

们可以乘上一个 δ 函数的积分，但是保持不变∫∫
S

ρ(x, y)dxdy =

∫∫
S

ρ(x, y)dxdy

∫ ∞

−∞
δ(f(x, y)− c)dc

上式先对 dc 积分，然后才对 dxdy 积分，可以将其看成一个三重积分。我们可以交换积分顺序，使得∫∫
S

ρ(x, y)dxdy =

∫ ∞

−∞

[∫∫
S

ρ(x, y)δ(f(x, y)− c)dxdy

]
dc

最后一个式子，意义是很明显的。取定了一个 c，那么 f(x, y) = c就描述了一条曲线，而
∫∫
S
ρ(x, y)δ(f(x, y)−

c)dxdy 即是曲线的（相对）质量，换言之，我们要求整个面的质量，可以把它分割为 f(x, y) = c 的一
条条曲线，然后求每条曲线的质量，最后再叠加起来。这事实上是多重积分换元的另一种表述！

如果我们用 1
2π

∫∞
−∞ exp(ikx)dk 来表示 δ(x)，那么上式可以进一步表示为∫∫
S

ρ(x, y)dxdy =

∫∫ ∞

−∞

dcdk

2π

[∫∫
S

ρ(x, y) exp[iωf(x, y)− c]

]
dxdy

本来是一个二重积分，现在我们将它变成了四重积分。类似地，n 重积分变成了 n+ 2 重，看上去化简
为繁了是不是？可是别忘了，路径积分本来就是无穷维积分，多加两维还是无穷维，没增加什么，反而
在某些情况下可以化简。

（2）
再回到路径积分的例子，10-3 这一节，事实上给了我们一种算路径积分的近似方法（而不仅仅是

配分函数）。我们还是从一般的实路径积分（即密度泛函，复的路径积分是一样的）出发

ρ(xb, xa) =

∫ xb

xa

exp
{
−1

ℏ

∫ T

0

[
1

2
mẋ2(u) + V (x(u))

]
du

}
du

假设当 V (x(u)) 很小时，我们可以用微扰法，这在第六章已经讲述过，但这里的条件是 V (x) 变化缓慢，
以至于 V (x) 的关于 x 的三阶和三阶以上的导数都很小，以至于可以忽略。这时候，就可以使用近似∫ T

0

V (x(u))du ≈ TV (x̄) +

∫ T

0

[x(u)− x̄]V ′(x̄)du+
1

2

∫ T

0

[x(u)− x̄]2V ′′(x̄)du

那么

ρ(xb, xa) ≈ exp
[
−T
ℏ
V (x̄)

]
×
∫ xb

xa

exp
{
−1

ℏ

∫ T

0

[
1

2
mẋ2(u) + [x(u)− x̄]V ′(x̄) +

1

2
[x(u)− x̄]2V ′′(x̄)

]
du

}
Dx(u)

这时候路径积分部分只不过是二次的，我们可以精确地求解出来，而对于 x̄，目前我们只是作为参数引
入，还没有指明它的意义。我们有两个方向：一、将它作为一个常数，比如可以取 x̄ = xa、x̄ = xb 或
x̄ = (xa + xb)/2，完成路径积分；二、将它用本问题开头所提到的思路，作为一个变数。这里采用后一
种思路，即

ρ(xb, xa) =

∫ ∞

−∞
dx̄ exp

[
−T
ℏ
V (x̄)

]
×
∫ xb

xa

exp
{
−1

ℏ

∫ T

0

[
1

2
mẋ2(u) + [x(u)− x̄]V ′(x̄) +

1

2
[x(u)− x̄]2V ′′(x̄)

]
du

}
× δ

(
1

T

∫ T

0

[x(u)− x̄]du

)
Dx(u)
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由于乘上了 δ
(

1
T

∫ T
0
[x(u)− x̄]du

)
，这就意味着只有 1

T

∫ T
0
[x(u)− x̄]du = 0 部分对积分才有贡献，于是

上式还可以简写成

ρ(xb, xa) =

∫ ∞

−∞
dx̄ exp

[
−T
ℏ
V (x̄)

] ∫ xb

xa

exp
{
−1

ℏ

∫ T

0

[
1

2
mẋ2(u) +

1

2
[x(u)− x̄]2V ′′(x̄)

]
du

}
× δ

(
1

T

∫ T

0

[x(u)− x̄]du

)
Dx(u)

然后再用指数的形式写出 δ 函数，得到

ρ(xb, xa) =

∫∫ ∞

−∞

dx̄dk

2π
exp

[
−T
ℏ
V (x̄)

]
×
∫ xb

xa

exp
{
−1

ℏ

∫ T

0

[
1

2
mẋ2(u) +

1

2
[x(u)− x̄]2V ′′(x̄)− ik[x(u)− x̄]

T/ℏ

]
du

}
Dx(u)

（3）
先来算路径积分部分，设 y(u) = x(u)− x̄，得到∫ xb−x̄

xa−x̄
exp

{
−1

ℏ

∫ T

0

[
1

2
mẏ2(u) +

1

2
y2(u)V ′′(x̄)− iky(u)

T/ℏ

]
du

}
Dy(u)

将指数部分进行配方：

1

2
mẏ2 +

1

2
V ′′(x̄)y2 − iky

T/ℏ
=

1

2
mẏ2 +

1

2
V ′′(x̄)

(
y − ik

TV ′′(x̄)/ℏ

)2

+
k2

T 2V ′′(x̄)/ℏ2

设 z = y − ikℏ/TV ′′(x̄)，利用新变量写出路径积分：∫ xa−x̄−ikℏ/TV ′′(x̄)

xa−x̄−ikℏ/TV ′′(x̄)

exp
{
−1

ℏ

∫ T

0

[
1

2
mż2 +

1

2
V ′′(x̄)z2 +

k2

T 2V ′′(x̄)/ℏ2

]
du

}
Dz(u)

= exp
(
− k2

TV ′′(x̄)/ℏ

)∫ xa−x̄−ikℏ/TV ′′(x̄)

xa−x̄−ikℏ/TV ′′(x̄)

exp
{
−1

ℏ

∫ T

0

[
1

2
mż2 +

1

2
V ′′(x̄)z2

]
du

}
Dz(u)

设 mω2 = V ′′(x̄)，利用问题 10-1 的结果进行路径积分，结果是

exp
(
− k2

mω2T/ℏ

)( mω

2πℏ sinhωT

)1/2
exp

{
− mω

2ℏ sinhωT ×[(
(xb − x̄− ikℏ/mω2T )2 + (xa − x̄− ikℏ/mω2T )2

)
coshωT

− 2
(
xb − x̄− ikℏ/mω2T

)(
xa − x̄− ikℏ/mω2T

)]}

利用这一结果，然后再乘以 exp
[
−T

ℏ V (x̄)
]
，对 k, x̄ 积分，就得到 ρ(xb, xa)，对 k 的积分可以先完成，

它是一个高斯积分，但是将结果写出来相当复杂。到了这里，似乎不能再简化了。
（4）
但是如果我们只关心配分函数，那么我们还可以做进一步简化。因为配分函数为

∫
ρ(xa, xa)dxa，当

xb = xa 时，利用

(x′2 + x2) coshωT − 2x′x =(x′ − x)2 coshωT + 4x′x sinh2(ωT/2)

=(x′ − x)2 coshωT + [(x′ + x)2 − (x′ − x)2] sinh2(ωT/2)
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可以将路径积分的结果简化为

exp
(
− k2

mω2T/ℏ

)( mω

2πℏ sinhωT

)1/2
exp

{
− mω sinh2(ωT/2)

2ℏ sinhωT

[
2xa − 2x̄− 2ikℏ/mω2T

]2}

为了求得配分函数，在上述结果的基础上，再乘以 1
2π

exp
[
−T

ℏ V (x̄)
]
，然后对 k, x̄, xa 进行积分，而这

里我们不妨先对 xa 积分，积分结果是：
1

2 sinh(ωT/2)
然后才对 k 积分：∫ ∞

−∞
dk exp

(
− k2

mω2T/ℏ

)
1

2 sinh(ωT/2) =

√
πmω2T/ℏ

2 sinh(ωT/2) =

√
πT/ℏmω

2 sinh(ωT/2)

最后，配分函数为

Z =

∫
1

2π
exp

[
−T
ℏ
V (x̄)

] √
πmT/ℏω

2 sinh(ωT/2)dx̄

代入 T = βℏ，得到

Z =

∫
1

2π
exp [−βV (x̄)]

√
πmβω

2 sinh(βℏω/2)dx̄

∝
∫

exp [−βV (x̄)]
βℏω/2

sinh(βℏω/2)dx̄

=

∫
exp [−βV (x̄)]

[
1− β2ℏ2

24m
mω2 + . . .

]
dx̄

≈
∫

exp [−βV (x̄)] exp
[
−β

2ℏ2

24m
mω2

]
dx̄

=

∫
exp

{
−β
[
V (x̄) +

βℏ2

24m
mω2

]}
dx̄

10.3.2 问题10-2 (2)

有一种更具启示性的方法也能够得到同样的结果，而且形式上更为简单，那就是第三章最后一节所
描述的傅立叶级数技巧。

参考答案：
我们从原始的表达式出发

Z =

∫ +∞

−∞
dxa

∫ xa

xa

exp
{
−1

ℏ

∫ βℏ

0

[
1

2
mẋ2 + V (x)

]
du

}
Dx(u)

形式是不重要的，重要的是式子的意义。上式告诉我们，需要将所有起点和终点相同的路径的贡献叠加
起来，然后对起始位置（也是终点位置）完成积分。这个过程也可以交换，可以先选定路径的形状（唯
一不确定的是起点和终点的位置），计算一条路径的效应，然后对起始位置完成积分，得到一条路径的
贡献，最后才完成所有路径的叠加。傅立叶级数方法正是这样做的。

一条在 [0, βℏ] 的起点和终点相同的路径 x(u)，可以写成如下的傅立叶级数

x(u) = x̄+
∑
n

(an cosωnu+ bn sinωnu)
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其中 ωn = 2πn
βℏ 。这个级数应该理解为

x(u) = x̄+ lim
N→∞

N∑
n=1

(an cosωnu+ bn sinωnu)

也就是说，先截断前 N 项，进行相关的计算，可以检验这时确实有相同的起点和终点，然后推到 N → ∞。
利用这种表示，我们有 ∫ βℏ

0

1

2
mẋ2du =

mβℏ
4

∑
n

ω2
n(a

2
n + b2n)

类似节 3-11，x(u) 的傅立叶级数表示，相当于将路径积分表成了无穷积分
∫
. . .
∫
da1db1da2db2 . . .，而

且由于变换是线性的，相应的雅可比行列式是一个常数。最后，完成对端点的积分，这就意味着要完成
对 x̄ 的积分，因此，配分函数正比于

Z ∝
∫
. . .

∫
dx̄da1db1da2db2 . . .

exp
{
−1

ℏ

[
mβℏ
4

∑
n

ω2
n(a

2
n + b2n) +

∫ βℏ

0

V

(
x̄+

∑
n

(an cosωnu+ bn sinωnu)
)
du

]}
没有注明上下限的积分号，都是负无穷到正无穷的积分。

对于一般的势 V (x)，上述积分是无法计算的，但是当 V (x) 比较平缓，以至于三阶以上的导数可
以忽略，那么 V (x) 可以在 x̄ 处可以展开为

V (x̄) + V ′ (x̄)

(∑
n

(an cosωnu+ bn sinωnu)
)

+
1

2
V ′′ (x̄)

(∑
n

(an cosωnu+ bn sinωnu)
)2

代入积分，得到：∫ βℏ

0

V (x̄)du = V (x̄)βℏ∫ βℏ

0

V ′ (x̄)

(∑
n

(an cosωnu+ bn sinωnu)
)
du = 0

∫ βℏ

0

1

2
V ′′ (x̄)

(∑
n

(an cosωnu+ bn sinωnu)
)2

=
mβℏ
4

ω2
∑
n

(
a2n + b2n

)
其中 mω2 = V ′′(x̄)。因此

Z ∝
∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫
. . .

∫
da1db1da2db2 . . . exp

{
−mβ

4

∑
n

(ω2
n + ω2)(a2n + b2n)

}
积分可以逐步完成，结果是

Z ∝
∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∏
n

4π

mβ(ω2
n + ω2)

∝
∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∏
n

1

1 + ω2β2ℏ2/4π2n2

=

∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

ωβℏ/2
sinh(ωβℏ/2)

其中用到了 ∏
n

1

1 + ω2/n2
=

ωπ

sinhωπ
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10.3.3 问题10-3

证明，对于在三维空间中运动的许多粒子（我们用下角标来区别它们，于是第 i 个粒子的质量是
mi）系统，对势能的修正是

β2ℏ2

24

∑
i

∇2
iV (10− 58)

参考答案：
用 xi = (xi, yi, zi) 来记录第 i 个粒子的位置，那么

V ≡ V (x1,x2, . . . )

如果粒子数目是 N，放在三维空间中，那么这个系统就是有 3N 个自由度。而事实上，究竟是三维空
间中的 N 个粒子，还是一维空间空间中的 3N 个粒子，又或者是 3N 维空间中的一个粒子，在数学上
都是无法区分的12，因此，简单起见，我们就用一个 x 来记录所有的坐标：x = (x1,x2, . . . ).

我们将这个势展开至二阶

V (x) = V (x̄) + (ȳ · ∇)V (x̄) +
1

2
(ȳ · ∇)

2
V (x̄)

这里为了避免歧义，记了 y = x− x̄，并且 ∇ = (∇1,∇2, . . . )。
同问题 10-2 (2) 一样，我们采用傅立叶级数技巧，设

x = x̄+
∑
n

(an cosnωnu+ bn sinnωnu)

相应地，这里的系数 an, bn 都是跟 x 一样的多维向量。
代入作用量进行计算，得到

S =

∫ βℏ

0

[
1

2
m|x|2 + V (x̄) + (ȳ · ∇)V (x̄) +

1

2
(ȳ · ∇)

2
V (x̄)

]
du

逐项计算有 ∫ βℏ

0

1

2
|x|2du =

mβℏ
4

∑
n

ω2
n

(
|an|2 + |bn|2

)
∫ βℏ

0

V (x̄)du = V (x̄)βℏ∫ βℏ

0

(ȳ · ∇)V (x̄) = 0

所以难度主要集中在最后一项∫ βℏ

0

1

2
(ȳ · ∇)

2
V (x̄)du

=

∫ βℏ

0

1

2

[∑
n

[(cosωnu)an · ∇+ (sinωnu)bn · ∇]

]2
V (x̄)

=
mβℏ
4

∑
n

[
(an · ∇)2 + (bn · ∇)2

]
V (x̄)

令人困惑的是，像 (an · ∇)2 这一项，是包含了诸如 ∂2

∂x∂y
的交叉项的，而费曼给出的结果，并没有这样

的交叉项。这让我陷入了困境，希望知道原因的读者不吝赐教。
12说这句话的时候，我们在考虑的是非全同粒子。
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10.3.4 问题10-4

证明，配分函数直到 ℏ4 阶的修正包括下面的因子[
1− β2ℏ2

24m
V ′′(x̄) +

7β4ℏ4

8× 720m2
[V ′′(x̄)]2 − β3ℏ4

24× 48m2
V ′′′′(x̄) + . . .

]
参考答案：
为了得到上式，需要在问题 10-2 的基础上，完成一阶微扰展开，这时候采用问题 10-2 (2) 的傅立叶

级数方法会较为简单。跟问题 10-2 (2) 一样，只不过要将 V (x) 展开至四阶，得到

Z ∝
∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫
. . .

∫
da1db1da2db2 . . .

exp
{
−1

ℏ

[
mβℏ
4

∑
n

(ω2
n + ω2)(a2n + b2n) +

∫ βℏ

0

W (x)du

]}

其中
W (x) =

1

6
V ′′′(x̄)(x− x̄)3 +

1

24
V ′′′′(x̄)(x− x̄)4

直接代入并不容易计算，因此，我们宁愿使用微扰，将 W (x) 作为微扰势，未微扰部分我们已经在
问题 10-2 算出。而根据微扰理论，一阶微扰是

Z1 ∝
∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫ βℏ

0

du

∫
. . .

∫
da1db1da2db2 . . .(

−1

ℏ

)
W (x) exp

{
−mβ

4

∑
n

(ω2
n + ω2)(a2n + b2n)

}

为了计算它，利用傅立叶变换技巧，即设

Ŵ (k) =

∫
W (x)e−ikxdx, W (x) =

1

2π

∫
Ŵ (k)eikxdk

代入得到

Z1 ∝
∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫ βℏ

0

du

∫
. . .

∫
dkda1db1da2db2 . . .(

−1

ℏ

)
Ŵ (k)

2π
exp

{
−mβ

4

∑
n

(ω2
n + ω2)(a2n + b2n) + ik

(
x̄+

∑
n

(an cosωnu+ bn sinωnu)
)}

整理得到

Z1 ∝
(
−1

ℏ

)∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫ βℏ

0

du

∫
. . .

∫
dk

2π
Ŵ (k)eikx̄da1db1da2db2 . . .

exp
{
−
∑
n

(
mβ

4
(ω2

n + ω2)a2n − ikan cosωnu
)
−
∑
n

(
mβ

4
(ω2

n + ω2)b2n − ikbn sinωnu
)}

很奇迹，积分依然可以逐步完成。更加奇迹的是，每完成一次 dandbn 的积分，只不过得到

4π

mβ(ω2
n + ω2)

exp
{
− k2

mβ(ω2
n + ω2)

}

科学空间：http://spaces.ac.cn Page 96 of 107



《量子力学与路径积分》习题解答 V0.5 10 第十章统计力学

刚好把所有的 sin, cos 都抵消了，而且结果与 u 无关！于是，完成所有的 an, bn 的积分，得到

Z1 ∝
(
−1

ℏ

)∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫ βℏ

0

du

∫
dk

2π
Ŵ (k)eikx̄

∏
n

4π

mβ(ω2
n + ω2)

× exp
{
−
∑
n

k2

mβ(ω2
n + ω2)

}
和式 ∑

n

k2

mβ(ω2
n + ω2)

=
k2

mβ

−2 + ωβℏ coth(ωβℏ/2)
4ω2

=
1

2
k2a2(ω)

这里定义了

a2(ω) =
2

mβ

−2 + ωβℏ coth(ωβℏ/2)
4ω2

=
2

mβ

(
β2ℏ2

24
− β4ℏ4ω2

1440
+ . . .

)
因此

Z1 ∝
(
−1

ℏ

)∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫ βℏ

0

du

∫
dk

2π
Ŵ (k)eikx̄

ωβℏ/2
sinh(ωβℏ/2) exp

{
−1

2
k2a2(ω)

}
完成对 u 的积分：

Z1 ∝− β

∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫
dk

2π
Ŵ (k)eikx̄

ωβℏ/2
sinh(ωβℏ/2) exp

{
−1

2
k2a2(ω)

}
代入 Ŵ (k) =

∫
W (x)e−ikxdx 得

Z1 ∝− β

∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

∫
dxdk

2π
W (x)e−ikx+ikx̄

ωβℏ/2
sinh(ωβℏ/2) exp

{
−1

2
k2a2(ω)

}
完成对 k 的积分，得到

Z1 ∝− β

∫
dx̄ exp[−βV (x̄)]

ωβℏ/2
sinh(ωβℏ/2)

∫
dx

2π
W (x)

√
2π

a(ω)
exp

{
−(x− x̄)2

2a2(ω)

}
这就意味着，对问题 10-2 的结果的修正因子是：

1− β
1√

2πa(ω)

∫
W (x) exp

{
−(x− x̄)2

2a2(ω)

}
dx

即在完成对 x̄ 的积分之前，先乘上这个因子。
代入这里的 W (x)，就会发现，(x− x̄)3 项的积分结果为 0，而

1√
2πa(ω)

∫
1

24
V ′′′′(x̄)(x− x̄)4 exp

{
−(x− x̄)2

2a2(ω)

}
dx =

1

8
V ′′′′(x̄)a4(ω)

因此，精确到 ℏ4 阶，这个修正因子为

1− β3ℏ4

8× 144m4
V ′′′′(x̄)

而将 ωβℏ/2
sinh(ωβℏ/2) 展开至 ℏ4 阶，得到

ωβℏ/2
sinh(ωβℏ/2) = 1− (ωβℏ)2

24
+

7(ωβℏ)4

5760
= 1− β2ℏ2

24m
V ′′(x̄) +

7β4ℏ4

5760m2
[V ′′(x̄)]2

两个修正因子乘上之后正好得到

1− β2ℏ2

24m
V ′′(x̄) +

7β4ℏ4

5760m2
[V ′′(x̄)]2 − β3ℏ4

8× 144m4
V ′′′′(x̄)

费曼在原书说“容易把它推广到更高精度的情形”，从这里看来，思想是简单的，但计算实在不容易
呀。
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10.3.5 问题10-5

应用问题 10-2 所概述的方法以及式 (3− 62) 证明

I(x̄) =

√
3

π

m

βℏ2

∫ +∞

−∞
[V (x̄+ Y )− V (x̄)] exp

(
−6Y 2m

βℏ2

)
dY (10− 65)

参考答案：
回顾 I(x̄) 的定义式 (10− 64)

I(x̄) =

∫
exp

(
−m

2ℏ

∫ βℏ

0

ẏ2du

)
V [(x̄+ y(t))− V (x̄)]Dy(u)

从这里可以看出，求 I(x̄) 事实上就是求以自由粒子在以 V [(x̄ + y(t)) − V (x̄)] 为微扰势时的一阶
项。事实上我们在问题 10-4 中已经完成了这一计算，在那里我们还算得更多，因为那里我们以谐振子
为未微扰项，而自由粒子可以看成是谐振子 ω → 0 的特例。

为了让读者不再重复翻阅问题 10-4 的结果，这里我们再次把详细过程写出来。同样地采用傅立叶
级数技巧：

x(t) = x̄+
∑
n

(an cosωnt+ bn sinωnt)

而
y(t) = x(t)− x̄ =

∑
n

(an cosωnt+ bn sinωnt)

那么

I(x̄) ∝
∫∫

. . . exp
{
−mβℏ

4

∑
n

ω2
n(a

2
n + b2n)

}
[V (x̄+ y(t))− V (x̄)] da1db1da2db2 . . .

把 V (x̄+ y(t))− V (x̄) 看成一个整体 W (y)，采用傅立叶变换技巧：

Ŵ (k) =

∫
W (y)e−ikydy, W (y) =

1

2π

∫
Ŵ (k)eikydk

代入得到

I(x̄) ∝
∫
dk

2π
Ŵ (k)

∫∫
. . . exp

{
−mβℏ

4

∑
n

ω2
n(a

2
n + b2n) + iky

}
da1db1da2db2 . . .

代入 y(t)的傅立叶级数表达式，逐步完成 an, bn 的积分，得到（每一步的积分是独立的，参考问题 10-4）

I(x̄) ∝
∫
dk

2π
Ŵ (k)

∏
n

4π

mβω2
n

× exp
{
−
∑
n

k2

mβω2
n

}

∝
∫
dk

2π
Ŵ (k) exp

{
−
∑
n

k2

mβω2
n

}

=

∫
dk

2π
Ŵ (k) exp

{
− βℏ2

24m
k2
}

=

∫
dk

2π

∫
W (y)e−ikydy exp

{
− βℏ2

24m
k2
}

=

∫
dyW (y)

1

2

√
24m

βℏ2π
exp

(
−6my2

βℏ2

)
=

∫ √
6m

βℏ2π
[V (x̄+ y)− V (x̄)] exp

(
−6my2

βℏ2

)
dy
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要注意的是，这里的归一化系数，不是真正的归一化系数，而是相对于零阶项的系数。

10.3.6 问题10-6

证明，若将关系式 (10− 68) 中的 V 作泰勒展开，则它会变成式 (10− 57) 中的“修正”势（即那个
等式指数的变量）。

参考答案：

U(x) =

√
6m

πβℏ2

∫ ∞

−∞
exp

(
− 6m

βℏ2
y2
)
V (x̄+ y)dy (10− 68)

将 V (x̄+ y) 展开：

V (x̄+ y) = V (x̄) + V ′(x̄)y +
1

2
V ′′(x̄)y2 + . . .

为了算各项，可以先算

I(k) =

√
6m

πβℏ2

∫ ∞

−∞
exp

(
− 6m

βℏ2
y2 + ky

)
= exp

(
βℏ2

24m
k2
)

那么 √
6m

πβℏ2

∫ ∞

−∞
exp

(
− 6m

βℏ2
y2
)
yndy =

dn

dkn
I(k)

∣∣∣∣
k=0

由此可见 √
6m

πβℏ2

∫ ∞

−∞
exp

(
− 6m

βℏ2
y2
)
U(x̄)dy = V (x̄)√

6m

πβℏ2

∫ ∞

−∞
exp

(
− 6m

βℏ2
y2
)
V ′(x̄)ydy = 0√

6m

πβℏ2

∫ ∞

−∞
exp

(
− 6m

βℏ2
y2
)

1

2
V ′′(x̄)y2dy =

βℏ2

24m
V ′′(x̄)

所以

U(x̄) = V (x̄) +
βℏ2

24m
V ′′(x̄) + . . .

这跟式 (10− 57) 是一致的。

10.3.7 问题10-7

把上述近似用于谐振子，检验是否成立，谐振子自由能的精确值是

Fexact = kT ln
(
2 sinh ℏω

2kT

)
(10− 69)

用有效势 U 计算自由能的近似值。证明，

U(x̄) =
mω2

2

(
x2 +

βℏ2

12m

)
(10− 70)

以及

Fapprox = kT

[
ln
(
ℏω
kT

)
+

1

24

(
ℏω
kT

)2
]

(10− 71)
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参考答案：
Fexact 我们在问题 10-1 已经给出，下面计算近似结果。因为

1

2
mω2(x̄+ y)2 =

1

2
mω2x̄2 +mω2x̄y +

1

2
mω2y2

因此，直接根据问题 10-6 就可以得到

U(x̄) =
1

2
mω2x̄2 +

βℏ2

24
ω2

这样一来

Z =

√
mkT

2πℏ2

∫
exp

(
−1

2
mβω2x̄2 − β2ℏ2

24
ω2

)
dx̄

=

√
kT

βω2ℏ2
exp

(
−β

2ℏ2

24
ω2

)
=
kT

ωℏ
exp

(
− ℏ2ω2

24k2T 2

)
(1/β = kT )

所以
Fapprox =− kT lnZ

=kT

[
− ln

(
kT

ωℏ

)
+

ℏ2ω2

24k2T 2

]
=kT

[
ln
(
ℏω
kT

)
+

1

24

(
ℏω
kT

)2
]

10.4 10-4多变量系统

10.4.1 问题10-8

液氦的密度是 0.17 g/cm3。如果在某温度下微扰项开始在描述液氦性质中起重要作用，试估计此
温度的数量级。

参考答案：
从对经典解的分析中，我们知道，特定置换对所有置换和的贡献正比于

exp
(
−md

2kT

2ℏ2

)
当温度很高的时候，只有 d = 0 是重要的，这意味着恒等置换。

相反，如果要考虑微扰项开始作用了，那么就意味着恒等置换“不那么重要”了，我们可以假设，这
种情况发生在

md2kT

2ℏ2
∼ 1

这时候非恒等置换也贡献了 e−1 = 0.36 . . . 的量级，显然已经不可忽略。也就是说

T ∼ 2ℏ2

mkd2

考虑到两个原子间的交换是最先起作用的，因此，d 也就是原子间的平均距离。
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氦由两个原子组成，摩尔质量为 4g/mol，这也就意味着，它的摩尔体积是 4
0.17

≈ 23.5cm3/mol。一
摩尔大概有 6× 1023 个，因此，氦中每个原子平均占据的体积是

23.5cm3

2× 6× 1023
≈ 2× 10−23cm3

所以原子间平均距离是

3
√
2× 10−23cm3 ≈ 2.7× 10−8cm = 2.7× 10−10m

代入数据
ℏ ≈1× 10−34J · s

k ≈1.38× 10−23J/K

m ≈ 4g/mol
2× 6× 1023

≈ 3.33× 10−27kg

得到

T ∼ 2× 10−68

3.33× 10−27 × 1.38× 10−23 × (2.7× 10−10)2

=
200

3.33× 1.38× 2.72
≈ 6K

这个结果在量级上是正确的，但是偏高。我们求平均间距的时候，是当成方体来算的，换成球体能得到
更加精确的结果（大约为 4K）。然而我们只是做数量级的估计，没有必要也不大可能做更复杂的估算。

10.5 10-5关于推导方法的若干说明

10.5.1 问题10-9

证明下述表达式

E(t) =
m

2
ẋ2(t) +

k

2
x(t)x(t+ a)− k

2

∫ t+a

t

x(t′ − a)ẋ(t′)dt′ (10− 93)

为运动方程 (10− 92) 提供了一个守恒的能量。
参考答案：
运动方程是

mẍ(t) = −k
2
[x(t+ a) + x(t− a)] (10− 92)

推导能量的方法，是在两边乘以 ẋ(t)，然后两遍积分：

mẋ(t)ẍ(t) = −k
2
[x(t+ a) + x(t− a)] ẋ(t)

积分之，左边为 ∫ t

−∞
mẋ(t′)ẍ(t′)dt′ =

m

2
ẋ2(t)

右边第一项为

− k

2

∫ t

−∞
x(t′ + a)ẋ(t′)dt′

=− k

2
x(t+ a)x(t) +

k

2

∫ t

−∞
x(t′)x′(t′ + a)dt′

=− k

2
x(t+ a)x(t) +

k

2

∫ t+a

−∞
x(t′ − a)x′(t′)dt′
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这里使用了分部积分法，以及 x(t)、x′(t) 在正负无穷处趋于 0。加上最后一项 −k
2

∫ t
−∞ x(t′ − a)ẋ(t′)dt′，

得到
m

2
ẋ2(t) = −k

2
x(t)x(t+ a) +

k

2

∫ t+a

t

x(t′ − a)ẋ(t′)dt′ + E

这里的 E 是积分常数，这里的含义正好是能量。整理得到

E =
m

2
ẋ2(t) +

k

2
x(t)x(t+ a)− k

2

∫ t+a

t

x(t′ − a)ẋ(t′)dt′

当然，也可以从式 (10− 92) 直接演算 dE/dt = 0。

10.5.2 问题10-10

讨论一粒子处于恒磁场中的统计力学路径积分表述问题。
参考答案：
回忆经典力学中，粒子在纯磁场中的运动方程

mẍ = −e
c
ẋ×B

这已经包含了最一般的情况，其中 B 可以是关于 x, t 任意函数13。
当 B 是一个恒向量（即恒磁场的情况）时，总可以选择适当的坐标系，使得 B 只有一个非零分

量，比如 B = (0, 0, B), B = |B|。在这种情况下，可以简化运动方程为

m


ẍ

ÿ

z̈

 = −eB
c


ẏ

−ẋ
0


事实上，它可以变分如下的作用量得出

S =

∫ [
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

eB

2c
(ẏx− ẋy)

]
dt

问题 3-10 也给出了同样的结果。它的所有量子力学规律，都包含在如下的路径积分中∫∫∫ xb

xa

exp
(
i

ℏ
S

)
Dx(t)

代入 t = −iu，则得到如下的密度矩阵：

ρ(xb,xa) =

∫∫∫ xb

xa

exp
{
−1

ℏ

∫ βℏ

0

[
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− ieB

2c
(ẏx− ẋy)

]
dt

}
Dx(t)Dy(t)Dz(t)

该系统的一切统计力学规律都包含在上面的密度矩阵之中。其中，指数部分出现了虚数 i，这是电磁场
的统计力学规律的典型特点。

跟问题 3-10 一样，设 ω = eB/mc，将式 (3− 64) 中的 ω 替换为 −iω，T 换为 βℏ，ℏ 换为 −iℏ，就
得到

ρ(xb,xa) =

(
m

2πβℏ2

)3/2(
ωβℏ/2

sinh(ωβℏ/2)

)
exp

{
−m

2ℏ

[
(zb − za)

2

βℏ

+

(
ω/2

tan(ωβℏ/2)

)[
(xb − xa)

2 + (yb − ya)
2
]
− iω(xayb − xbya)

]}
13但是在这样的情况下，我们事实上忽略了磁场的动态变化。事实上，磁能生电，电又能生磁，这是一个反复迭代的过程。在精确的情况下，根

本不存在纯粹的磁场效应，电和磁都是同时出现的。
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11 第十一章变分法

本章没有习题。
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12 勘误

12.1 详细内容

12.1.1 75 页

式 (5− 5) 中 dy 改为 dx。

12.1.2 89 页

式 (5− 49) 中的 Gpx(x, x
′) 应当改为 Gpx(x,x

′)，即加粗表示三维空间，而式 (5− 50) 改为

⟨px⟩ =
∫ ∞

−∞
f∗(x)

h

i

∂

∂x
f(x)d3x (5− 50)

以及式 (5− 51) 的 Gx(x, x
′) 改为 Gx(x,x

′)。

12.1.3 90 页

式 (5− 58) 下方的段落，“我们首先注意到，ϕn(x) 是只要系统在点 x，它就处于状态 n 的几率幅。”
应当改为“我们首先注意到，ϕn(x) 是只要系统处于状态 n，它就位于点 x 的几率幅。”（假设与结论交
换）

12.1.4 91 页

问题 5-13 中，“χ 表象”改为“x 表象”。

12.1.5 94 页

第二段，“应用得出式 (2− 13) 的相同论述”，应改为“应用得出式 (2− 31) 的相同论述”。

12.1.6 96 页

式 (6− 16)，双重积分号 ∫ tb

ta

∫ tb

ts′

应改为 ∫ tb

ta

∫ tb

s′

12.1.7 102 页

为了符号的前后一致，式 (6− 39) 应当改为

v(p̆) =

∫
ei(p̆/ℏ)·xV (x)d3x (6− 39)
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12.1.8 107 页

问题 6-9 中有一句“观察大角散射和观察小角散射，哪一种观察应当更细心一点？为什么？”。事实
上，“小心”一词最好换成“细心”或“细致”，因为这里的意思是观察更认真仔细（more carefully 在中文的
歧义），用“小心”有歧义，让人感觉好像会发生什么意外事故那样。

12.1.9 107 页

问题 6-10、6-11 均有修改，篇幅较大，请直接参考前面的习题解答。

12.1.10 108 页

问题 6-12，把式 (6− 58) 前面的系数 1
2
去掉，把式 (6− 59) 所加的第二项的系数 1

2
去掉。

12.1.11 112 页

问题 6-16，原翻译不当，正确的翻译大致如下：把式 (6 − 71) 解释为对所有可能性求和，请阐明
这些可能性的含义。

12.1.12 114 页

式 (6− 78)，第二个等号右边，e+(i/ℏ)(Em−En)/T 应该改为 e+(i/ℏ)(Em−En)T。

12.1.13 116 页

倒数第二行，“在我们的情况，Mn→m 是 Vmn”改为“在我们的情况，Mn→m 是 −Vmn”。

12.1.14 117 页

这一页全部的 V 都改回 1，这里是因为新英文版 [Emended Edition. (2005)] 修改错误所致，原著
并没有错误。

12.1.15 119 页

公式 (6 − 98)，最后一部分的大写 T，不应该写成上标，改为普通的相乘，即 (Em − En)T 和
(Em − Ej)T。

12.1.16 119 页

这一页中，部分段落翻译得不好，导致理解上变得困难，现修正如下：
1、式 (6− 98) 下面的一段，第一句“这个结果最后一个因子中两项的第一部分与时间的关系...”，改

为“这个结果方括号中的因子的两项的第一部分与时间的关系...”；
2、式 (6− 99) 下面一段，基本上全部都修改一下：
若假设态处于连续区，则求和变成积分。式 (6− 99) 在如下情况是正确的：(1) 不能直接通过一阶

跃迁从态 n 跃迁到态 m；(2) 不能通过一阶跃迁从态 n 跃迁到任一与态 n 具有相同能量的态。在这些
情况下，对于 Ej = En 的态，有 Vjn = 0。于是式 (6− 98) 的方括号中的项绝不会很大，除非 En −Ej
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接近于零；但如果 En − Ej 接近于零，那么分子中的 Vjn 也是零。这时所有的效应都来自第一项，所
以式 (6− 99) 是正确的。现在，对式 (6− 98) 中的 j 求和在 Ej = Em 的极点处也就没有歧义了，因为
在 Ej 与 Em 的值相等处，分子也为零。

12.1.17 120 页

式 (6− 100)，Vmn 前要加一个负号，即 Vmn 改为 −Vmn。

12.1.18 121 页

式 (6− 109) 中的 Vmn 前要加一个负号，即 Vmn 改为 −Vmn。

12.1.19 122 页

式 (6− 111)，分母 En − Ej 要改为 Ej − En。

12.1.20 123 页

第二段，最后一句“而不是以前的函数 exp(−i/ℏ)Emt”，改为“而不是以前的函数 exp(−i/ℏ)Ent”

12.1.21 130 页

式 (7− 16)，等号右边原来是
1

2ℏ2

∫∫
. . .

应该为
1

ℏ2

∫∫
. . .

12.1.22 133 页

式 (7− 30)，⟨. . . ⟩s 应该改为 ⟨. . . ⟩S（小写 s 改为大写 S）

12.1.23 135 页

式 (7− 41) 改为
i

ℏ

⟨∫
[mẍ+ V ′(x)]δx(t)dt

⟩
= 0

12.1.24 137 页

式 (7− 50)，改为

⟨(xk+1 − xk)
2⟩ = ⟨(yk+1 − yk)

2⟩ = ⟨(zk+1 − zk)
2⟩ = − ℏϵ

im
⟨1⟩

12.1.25 140 页

问题 7-8，式 (7 − 65) 上方有一个笔误，“并尝试下面的解来找比跃迁元”，改为“并尝试下面的解来
找此跃迁元”。
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12.1.26 142 页

把问题 7-11 中，正文部分的 G(t, s) 改为 ℏ
i
G(t, s)，比如“对于任何二次型泛函，若我们写下

⟨x(t)⟩ = x̄(t)⟨1⟩ 和 ⟨x(t)x(s)⟩ =
[
x̄(t)x̄(s) +

ℏ
i
G(t, s)

]
⟨1⟩

”，等等。但是方括号中的提示部分则不要改动。

12.1.27 143 页

7-5 跃迁元与算符记号这一节的第一段，“在这一节和下一节我们将看到，任何用传统的波函数”改
为“在这一节和下一节我们将看到，如何用传统的波函数”

12.1.28 146 页

问题 7-12，最后一句，改为“... 等价于算符 −(i/ℏ)(gH −Hg) + ∂g/∂t 的跃迁元”

12.1.29 177 页

(8− 123) 式中的方括号中，c2 前的“−”号，应该改为“+”号。随之，(8− 124) 等号右边要多加一个
− 号。

12.1.30 189 页

问题 9-4 中，所有的小写 s 都该改为大写 S，而且 δq 应当改为 δx。

12.1.31 224 页

问题 10-5 中，改动似乎有误，经过计算，旧版的书是正确的，因此，应该恢复为旧版的情况。具
体改动，参考习题解答中的问题 10-5.
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