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漫谈几何量子化（十二）正则变换

量子力学的波函数只依赖于相空间的“一半”坐标。一般的辛流形没有自然的“坐标”，“动
量”分离，或者说，在局部上有多种选择“坐标”“动量”分离的方式。在经典力学里，虽然有
自然的坐标和动量，但仍然可以通过所谓“正则变换”选择新的“坐标”“动量”，它们没有物
理上的含义，但可以把运动方程化为比较简单的形式。Hamilton-Jacobi 方法假定有一个正则变换
可以把运动方程化为“最简”形式，然后得到这个变换的“生成函数”所满足的方程，这就是著
名的 Hamilton-Jacobi 方程。 
 
当年量子力学以两种形式出现，矩阵力学实现为 Hamilton 正则方程形式，波动力学受到 
Hamilton-Jacobi 方程的启发。这不是偶然，因为早在19世纪初年，Hamilton 就已经非常深刻地理
解了“波”和“粒子”的统一性。说到这里，想起来上周还看到这里图书馆门口放着有人还回来
的 《Hamilton 论文集》。我自己一直没有勇气去读他的东西，但我想对于做数学物理的人来说，
Hamilton 的全集值得挖掘。 
 
现在用微分几何的语言描述一下正则变换和 Hamilton-Jacobi 方法。为了同先贤们保持一致，我们
就研究最原始的辛流形---位形空间的余切丛 . 首先来看这个辛流形上有趣的数学。 
 
它上面的辛形式是恰当的，有一个原形式 。在局部坐标下的表达式大家都很熟悉了。这个原形
式有一个有趣的内在描述。它是一个 1-形式，要定义它，只需定义它在任何切向量 

 的值。这里涉及到两个投影， . 

定义 . 这里的尖括号是 Q 的余切空间和切空间的配对。在局部坐标

下， . （这里的负号看上去很不和谐，它说明  才是更自然的辛形
式。不过为了同经典力学保持一致，还是采用 dq 在前面的辛形式。） 
 

位形空间的一个 1-形式  是向量丛  的一个截面，也就是一个光滑映射 

 使得 。有趣的是， , 因为 
 

 
 

 的像  与 Q 微分同胚。那么以上关系实际上意味着，  是闭形式当且仅当  是 
Lagrange 子流形，即，辛形式在其上的限制恒等于0的极大子流形。局部上闭形式是恰当形式，所

以局部上存在 Q 上的函数 S, 使得 . 这个函数叫做相应的 Lagrange 子流形  的“生成
函数”。   
 
下面先把正则变换同 Lagrange 子流形联系起来，这样正则变换也会有生成函数。本来正则变换是
在一个相空间上发生的，但为了让符号更清晰，来看两个同维数的位形空间。正则变换就是保持
辛形式的微分同胚， 
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两个辛流形的乘积还是一个辛流形 . 计算两个辛形式的和在正则变换

的“图像”  上的限制， 
 

 
 
如果其中一个辛形式有个负号，就正好抵消。引入“反正则变换” ，则它的图

像   是乘积空间的 Lagrange 子流形。 
 
要写出这个 Lagrange 子流形的局部生成函数，需要它局部上是一个  上的 1-形式的图像。

引入局部辛坐标，假定 .  它对应的反正则变换  的图

像如果是一个 1-形式  的像集，那么对任何 , 存在唯一的 

, 使得 . 由隐函数定理，这个方程在局部有唯一解的条件是 Jacobi 矩阵 

 处处非退化。解出  之后，记  
 

 
 

则可写出 1-形式 , 它是闭的（因为对应于 Lagrange 子流形），所以局
部存在原函数  
 

  
 
定义到相差一个常数。这个函数就称为正则变换  的局部生成函数。 
 
反过来，如果有一函数  ，它的微分给出 

 的一个 Lagrange 子流形。这个子流形可以实现为一个反正则变换

的图像的条件为（用局部坐标），对任意 , 存在唯一的 , 满足方程  
 

 
 

这个方程在局部有唯一解的条件是 Hessian 矩阵  处处非退化。解出  之
后，得到 S 生成的局部正则变换  
 

.   
 

http://www.fxkz.net/viewthread.php?tid=180&highlight=+季候风（第 2／3 页）2008-6-7 11:43:07



漫谈几何量子化（十，十一，十二） - 望月殿 - 新繁星客栈 - Powered by Discuz!

看一个重要例子。经典系统的时间演化由一个相空间上的函数 H (Hamiltonian) 决定如下：它对应

到切向量场 , 而切向量场会在局部生成单参数变换群 . 这个群里每一个变
换都保持辛形式，所以是正则变换。现在固定一个时间 t, 看怎样写出  的局部生成函数。回顾
之前的讨论，首先要对任意 (q,q') 找到相应的 p 使得具有初相 (q,p) 的系统在 t 时间后位置为 q'. 这
是 Hamilton 运动方程的边值问题。解边值问题，得到 (q(t),p(t)), 那么初动量和末动量就分别为 
p=p(0) 和 p'=p(t).  这个由边值得到初动量的过程可以看作是一个局部微分同胚 

. 这个微分同胚把我们寻找的  上的 1-形式（见前面两段分析） “推

进”到相空间上的 1-形式  .  因为 
 

 
 
右边外微分符号里面实际上是 H 的 Legendre 变换，即 Lagrange 量。所以这个 1-形式在相空间上可
以写成 Lagrange 量（作为相空间上的函数）的微分 dL 沿真实运动轨迹的积分  
 

。 
 
很明显这个形式的原函数是所谓 “Hamilton 主函数”( Lagrange 量的时间积分) 
 

 
 
它是相空间上的函数（系统初相的函数）。而  上的生成函数就是复合 
 

  
 
反过来，由这个生成函数得到等价于系统演化的一系列正则变换  的过程实际上蕴涵了所
谓“Hamilton 原理”（最小作用量原理之一），即，系统用时间 t 从 q 到 q' 的真实演化使 

 作为运动轨迹的泛函取到临界值。 
 
用 Lagrange 子流形来代表正则变换，是几何学家 Weinstein 的创见。用这个观点来看待经典力
学，更容易把正则变换，生成函数，系统演化之间的关系理清楚。 
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