
漫谈几何量子化（十三，十四，十五） - 望月殿 - 新繁星客栈 - Powered by Discuz!

漫谈几何量子化（十三，十四，十五）

漫谈几何量子化（十三） 
 
 
上一节联系了正则变换，Lagrange 子流形和生成函数。现在来寻找一个正则变换，使 Hamilton 正
则方程组具有最简单的形式。 
 

Hamilton 方程具有整体形式 , 即系统的演化是由 Hamilton 量 H 的 “辛梯度”生成
的。所以 Hamilton 方程在任何辛局部坐标下具有相同的形式。 如果能选取一个局部辛坐标系 (q',
p') 使得 Hamiton 量只依赖于 q',而不依赖于 p', 那么 Hamilton 方程就成为  
 

 
 
从而直接得到所有的解 
 

  
 

这里 a, b 是积分常数，由初始条件决定，而常数 . 再用逆变换得到物理的坐标和动
量 (q,p) 随时间的演化。 
 
如果局部生成函数  生成具有以上性质的变换，那么首先根据上一节 
 

, 
 
Hamilton 量独立于新正则坐标的条件为 
 

  
 
这个条件等价于 
 

.  
 
这里  是只依赖于 q' 的数。 
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寻找满足这个条件的函数  的方法就是解以下这个以 q 为变量，以 S(q) 为未知函数，以 C
(q') 为参数的方程， 
 

 
 
这个偏微分方程就叫做不含时的 Hamilton-Jacobi 方程。如果这个方程有一族以 为参数的解 

, 则这一族解作为 (q,q') 的函数生成的变换  满足上一段那个较为复杂的
条件，从而是此节开头要求的 “好” 的正则变换。 
 
看看最简单的例子，一维谐振子。Hamilton-Jacobi 方程的形式为 
 

 
 

本质上是一个线性常微分方程，可以直接积分。做一个方便的选择，取 , 则得到一
族解 
 

 
 
它生成的正则变换 
 

 
 
是满足  的正则坐标。（新正则坐标 q' 实际上是 Hamilton 量的函数 , 在
系统演化中守恒。） 
 
当然，在谐振子的情况，直接解 Hamilton 方程要容易得多。其它很多系统也是如此。Hamilton-
Jacobi 方法只有理论上的意义。 
 
H-J 方程有一个几何解释。它的一个局部解 S(q) 生成相空间里局部的一个 Lagrange 子流形（dS 的
图像），Hamilton 量沿着这个子流形是常数。H-J 方程的一族解就生成一族局部 Lagrange 子流

形。如果这一族局部 Lagrange 子流形充满相空间的一个邻域（被新正则坐标  参数化），那么它

们给出新的非常方便的正则坐标（由  生成的正则变换，每一 Lagrange 子流形就是新动量

空间 ）。 
 
一般的辛流形并不一定能实现为某个位形空间的余切丛。寻找新的正则坐标在一般辛流形情形的
类似过程就是 寻找 Lagrange 分叶结构，即，找一族 Lagrange 子流形来充满整个辛流形。波函数只
依赖于一半正则坐标这个特点就被搬到一般辛流形上，成为 实极化这个概念。 
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